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DISCOURS 

PRÉLIMINAIRE. 

Li'oBiET de la géométrie est plus déterminé et moins 
abstrait que celui de l'analyse. Cette dernière branche 
des mathématiques compare ensemble toutes sortes de 
quantités , et les symboles qu'elle emploie représentent 
des rapports généraux et purement intellectnels. La géonié- 
t."ie considère la grandeur en tant seulement qu'elle est 
étendue et figurée : elle emprunte le secours de la vue 
ou du toucher pour établir les relations que les lignes , 
les superficies et les solides ont avec leur unité fondamentale. 
On fait remonter fort haut dans l'antiquité les premières 
notions que les hommes ont eues de la géométrie. San» 
rapporter ici toutes le» origines vraies ou fabuleuses qu'on 
hi attribue , écoutons seulement ce qu'en dit Hérodote , 
le premier des anciens qui ait écrit l'histoire en prose ; car 
auparavant on n'écrivoit qu'en vers, tout étoit embelli et 
dénaturé par les fictions de la poésie. Cet auteur parle ici 
d'après ce qu'il avoit appris lui-même dans ses voyages à 
Thebeft et à Memphis (i). On me dû tjue SÉSOSTRIS 
svoit partagé V Egypte entre Cous les Egyptiens j et qu'il 
avoit donné à chacun une égale portion de terre en quarré , 
à la charge d'en payer par an un certain tribut : si la 
portion de (quelqu'un étoit diminuée par la rii'iere , il 
attoit trout'er le roi et lui exposait ce qui étoit arrii'é dans 
M terre ; en même temps le roi envoyait sur les lieux , 
^faisoit mesurer l'héritage , afin de savoir de combien il 
étoic diminué , et do ne faire payer le tribut que selon 
ce qui étoit resté de terre. Je crois , ajoute le même auteur , 



(1) Hérod. Liï. II. 
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que ce fut de là que la géométrie prit naissance , et qu^elle 
passa chez les Grecs. Les meilleurs chronologistes croient 
que Sésostris est le même que le roi Sésac qui fit la 

, guerre à Roboam , fils de Salomon. Si cette conjecture 
est fondée, il vivoit environ mille ans avant Tere chrétienne. 
Il seroit long et difficile de suivre pas à pas dans la 
nuit des temps les progrès de la géométrie. Je ne me 
livrerai doiic pas à cette recherche , sur laquelle on peut 
consulter d'ailleurs l'Histoire des Mathématique&,çle Mon- 
tucla , ouvrage également recommandable ipar le savoir, 
la clarté et Texactitude qui y régnent. Je jne borne, à^ 
quelques considérations générales. ; . ,. 

La plupart des anciens philosophes ont Cultivé ef en*- 
richi la géométrie. On attribue à Thalè^.(ie JMilet (i) 
le premier usagé de la circonférence du cercle pour la 
mesure des angles. U détermina la hauteur des pyramides 
de FEgypte par l'étendue de leur ombre ; méthode qui 
ne pou voit avoir d^autre base que la théorie des. triangles 
semblables , ou des lignes proportionnelles. Pythagore (a) 

* trouva le fameux théorème, que le quarré de -V hypoté- 
nuse du triangle rectangle est égal en surface à la somme 
des quqrrés construits sur les deux autres côtés. Il fut si 
charmé de cette découverte =, que , dans l'ivresse de sa 
joie , ilf sacrifia , dit-on , cent tœufs aux dieux pour les 
remercier de l'avoir si bien inspiré. On a de la peine 
à concilier ce fait avec les idées reUgieuses de l'auteur 
siir la transmigration des âmes : mais qu'il soit vrai ou 
faux , on peut affirmer que jamais contentement ne fut 
plus légitime que celui de Pythagore . La proposition dont 
il s'agit est une des plus belles et des plus fécondes de 
toute la géométrie. • 

' Cette science s'accrut rapidement chez les Grecs , et 
on leur doit presque toutes les propositions élémentaires 



(i) Environ '640V ans avant Jésus- Christ, 
(a) Environ 590 ans avant Jésus-Christ. 



PRELIMINAIRE, 
forment ce qu'on appelle encore aujourd'hui le» élé- 
ments de géométrie. Ces premieis mathétnâtîcîem em- 
ployoieni dans leurs démonstrations la synthèse , ou la 
méthode de composition , qui consiste à chercher les pro- 
priétés d'une figure ou d'un solide, par dvs considéra- 
tions puisées directement dans sa nature ou dans sa géné- 
ration, et par un enchaînement de rapports qui mènent, 
de principes connus ou déjà démontrés , à la proposition 
dont on veut établir la vérité. Il y a de précieux avan- 
tages attachés à cette méthode. Elle marche toujours le 
fiainbeau de l'évidence à la main ; et souvent elle fait 
trouver avec ime extrême facïhté des théorèmes qui se- 
roient diificiles à découvrir par toute autre voie, ou qui 
du moins se -présenteroient sous une forme moins élé- 
gante. Les modernes ont un peu négligé la synthèse, par- 
ceque l'analyse leur a fourni dans la plupait de leurs re- 
cherches des secours plus prompts , plus universels , et 
quelquefois absolument indispensables. Cependant quel- 
«ioes uns d'entre eux l'ont cultivée avec succès , et en ont 
fji't de très belles applications ; tels sont principalement 
Hnyghens , Pascal , Newton et Maclaurin. 

Les propositions de géométrie élémentaire , éparses et iso- 
léesdans les écrits des premiers inventeurs, furent rassemblées 
parEuclidefi}, géomètre de l'école d'Alexandrie, quiy ajouta 
de son propre fonds , et qui forma du tout le fameux livre 
comiu sous le nom lïJilémenls d' Euclide. Cet ouvrage 
est divisé en treize livres , dont dix seulement regardent 
la géométrie ; les trois autres appartiennent à l'arithmé- 
tique. L'auteur étoit un philosophe vertueux , modeste et 
ingénu. On rapporte que Ptolomée Philadelphe , roi d'E- 
gypte, qui vouloit s'instruire dans les mathématiques, lui 
ayant demandé s'il ne pourroit pas les apprendre plus 
facilement que par la route ordinaire, il répondit : A'o/i, 
prince , il n'y a point de chemin particulier pour les rois. 






DISCOURS 

Euclîde ne donne aucun moyen de comparer la snr— - 
face du cercle avec celle d'une figure rectiligiie. Il dé-* 
montre bien, à la vérité, que les circonférences de diff^-.^ 
reuts cercles sont entre elles comme leurs rayons ; quAi 
les aires de deux cercles sont comme les quarrés de leurs 
ons ; qu'un cylindre est égal au produit de sa base eU, 
hauteur ; qu'un cône est le tiers du cylindre de- 
léme base et de même hauteur : mais il n'enseigne point 
i comparer la circonierence du cercle avec une ligne 
droite ; et , faute de cette connoissance , on ne pouvoit 
avoir la valeur absolue de l'aire du cercle , ni celle de 
la solidité du cylindre et du cône. Archimede (i), qu'oo 
regarde à juste titre connne le plus grand géomètre de 
l'antiquité, est le premier qui ait résolu , du moins d'une 
manière approchée, cet important problême. Ayant d'à-, 
bord observé que le côté de l'esagone réguher inscrit dans 
un cercle est égal au rayon , il supposa deux suite» de 
polygones réguliers inscrit et circonscrit au cercle, corres- 
pondants l'un à l'autre , et allant en progression géomA-' 
trique double ; les deux premiers avoient rhacim six côtés , 
et les deu> derniers chacun quatre-vingt-seize côtés ; par 
la connoissance du côté du premier polygone inscrit , il 
calcula les contours de tons ces polygones : le résultat 
fut que les contours des deux derniers polygones inscrit 
et circonscrit , ne différoient que d'une petite quantité ; 
et comme la circonférence du cercle est comprise entre 
eux, Archimede conclut qu'en représentant le diamètre 
par le nombre y , la circouférence est représentée par 
un nombre plus grand que 21 , et moindre que 22 , mais 
beaucoup plus approchant de 22 que de 2r. La même 
méthode peut servir à assigner d'autres nombres qui ex- 
priment d'ime manière encore plus écarte le rapport du 
diamètre à la circonférence. On a cherché vainement de- 
puis Archimede des nombres qui exprimassent ce rapport 
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à la rigueur et sans rien négliger. Les géomètre» regar- 
dent la solution de ce problème , ou , ce qui en est la 
suite, la quadrature du cercle , sinon comme im 
du moins, ce qui revient au même pour nous, 
■ntronvable par les moyens que la géométrie acOielle peut 
olVrir. Si on a pu concevoir un moment l'espérance de la 
trouver , c'est dans lé siècle dernier , à la naissance des 
calculs dii'férentiel et intégral : car cette méthode a recti- 
fié et quarré des cowrbes qui avoient été l'écueil de l'an- 
denne géométrie. Mais le cercle lui a résisté ; et il n'y a 
pins aujourd'hui que les commençants, ou même des gens 
tooD-à-faît étrangers à la géométrie , qui cherchent la qua- 
drature absolue et rigoureuse du cercle. 

On doit au même Arcliimede plusieurs autres proposî- 
tioiB de géométrie ; telle est , par exemple , la détermi- 
nation tiii rapport entre la siirface ou la solidité de la 
iphere , et la surface ou la solidité du cylindre circons- 
crit: détermination qu'il regardoit comme la plus brillante 
ie ses découvertes ; car il ordonna qu'on giavât sur son 
tombeau un cylindre circonscrit à la sphère. 

Le cercle n'est pas la seule courbe que les anciens aient 
connue : dans le temps même que la géométrie élémen- 
taire se perfectionnoit et s'enrichissoit , ils contemplèrent 
ia parabole , l'ellipse et l'hyperbole ; courbes l'ameusea 
sons le nom général de sections coniques , parrequ'elles se 
forment sur la surface du cflne coupé en différents sens 
par un plan. On croit que Platon ( i ) est le premier qui 
ait fait attention à ces courbes. Menechme , Dinostrate, 
Aristée, etc. commencèrent à les approfondir. Archimeda 
quura la parabole, II fit voir qu'elle est les deux tiers 
du rectangle circonscrit. Il démontra aussi que le para- 
boloïde ; ou le solide produit par la révolution d'une demi- 
parabole autour de son axe , n'est que la moitié du cy- 
lindre de même base et de même hauteur. Peu de temps 




X. DISC OURS. . 

après ^ ApoQo&ius (i)^ gëometxe 4e fréccJe. d'Alexandrie y 
écrivit sur les sections coniques un traité. fort étendu > dans 
lequel on trouve toutes les propriétés de ces courbes par 
rapport à leurs axes et à leurs diametfe^ ; la manière d'en 
mener les tangentes ; la comparaison de deux sections 
coniques semblables , etc. A ce^ propositions générales , 
déjà connues pour la plupart^ Apollonius en ajoute un 
grand nombre d!autres , alors nouvelles et d'une recher- 
che plus profonde. Par exemple , il .démontre que dans 
Tellipse ou l'hyperbole le parallélogramme circonscrit à 
deux diamètres conjugués est égal au parallélogramme cir-- 
conscrit • aux deux axes ; que dans Tellipse la somme , et 
dans Thyperbole la éUfférence des quarrés de deux dia- 
mètres conjugués est égale à la somme ou à la diflérence 
des quarrés des axes : il résout plusieurs questions con- 
cernant les plus grandes ou plus petites .lignes qu'on peut 
mener de certains points aux circonférences des, sections 
coniques y etc. L'ouvrage d'Apollonius porte par-tout l'em- 
preinte d'un génie inventeur : aussi fît-il donner à l'au- 
teur j de son vivant même y le surnom de grand géonietre. 
Apollonius étoit en effet supérieur à tous ses contempo- 
rains ; et s'il n'enlevé pas à Archimede la première place 
parmi les anciens géomètres , on ne peut pas lui contes- 
ter la seconde. 

. La théorie des sections coniques étoit à peine ébau- 
chée qu'on eut occasion de l'appliquer au fameux pro- 
blème de la duplication du cube^ lequel consistoit à trou- 
ver le côté d'un cube double d'un cube proposé. L'ima- 
gination des Grecs y toujours portée au merveilleux y a 
donné une origine brillante à cette recherche. Plusieurs 
auteurs racontent que les Athéniens ayant iiTité Apollon ,. 
qui poiur se venger envoya la peste, dans leur petys , l'oracle 
du temple de Délos^ consulté sur les moyens d'appaiser 
le dieu y avoit répondu qu'il falloit lui élever un autel 



(2) Environ aoo ans arant Jésua-Chri&t. 
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à 

cubique , exactement double d'un autre autel qu'îl avoit 
déjà dan$ la même forme. Les prêtres ajoutoient au pror 
bléme une condition qui n'en aùgmentoit pas la difficulté 
géométrique ; ils demandoient que la matière du nouvel 
autel fût de l'or. Aussitôt la question est prQposée à tous 
les savants de la Grèce : ils travaillent à la résoudre avec 
la rçgle et le compas ; car on ne regardoit alors comme 
géométriques que les seules opérations exécutées avec ces 
deux instruments ; mais leurs efforts furent inutiles. Après 
l'a^f oir tournée dans tous les sens , ils virent qu'elle se ré- 
duisoit à trouver deux moyennes proportionnelles entre 
deux lignes données > et qu'on obtenoit ces deux lignes 
par les intersections de deux sections coniques. La tri- 
section de l'angle , autre problème à-peu-près de même 
date et non moins célèbre, fut ra.ppelée à des principes 
semblables. Dans la suite on a varié ces solutions de 
toutes les manières possibles ; mais on n'y a rien ajouté 
dans le fond , parcequ' elles ne laissent en effet rien à 
désirer. 

Nous devons encore aux anciens quelques autres courbes ; 
telles que la quadratrice de Dinostrate , la spirale d'Archi- 
mede , la cissoïde de Dioclès , et la conchoïde de Nico- 
mede. Toutes ces courbes , si l'on excepte la spirale d'Archi- 
mede , ont été imaginées au sujet des deux problèmes que 
je viens d'indiquer. 

Dans les fréquentes applications que les anciens faisoient 
de la géométrie à la pratique , ils sentirent bientôt le besoin 
et ils cherchèrent les moyens de déterminer les dimensions 
d'un triangle rectiligne par la relation de ses côtés et de 
ses angles ; ce qui est l'objet de la trigonométrie ordinaire. 
De proche en proche les astronomes géomètres décou- 
vrirent les principaux théorèmes de la trigonométrie sphé- 
rique , c'est-à-dire, ceux qui se présentoient le plus souvent 
dans la pratique de leur astronomie r Cependant le calcul 
trigonométrique en général ne commença- qu'au temps des 
Arabes à prendre une forme régulière , et telle àpeu-près 
qu'on la suit encore aujourd'hui. 
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En lisant avec attention les anciens géomètres , on apper- 
roit facilement qu'ils possédoient une espèce d'analyse 
ressemblante à la nAtre par les principes , traitant les quan- 
tités connues comme les inconnues, et cherchant les rap- 
ports qu'elles ont les une* avec les autres. Mais ils n'avoiei* 
pas su la généraliser et la réduire en calcul. Chaque questî< 
particulière exigeoït d'eux une méthode qui , poi 
dire , y fût propre individuellement. Quelque génie , qui 
que élégance qu'ils missent dans leurs solutions , on 
grettoit souvent qu'elles fussent trop bornées et trop 
nibles. 1! étoit à désirer que le géomètre , s' élevant à 
plus grande hauteur, pût embrasser d'un même coiip-d' 
et comprendre dans une même formule générale toute 
famille de problt^mes. C'est k quoi les modernes parvii 
en appliquant falgebre à la géométrie. Cette heun 
alliance produisit dans l'empire des mathématiques une I 
volutîon qui en recula prodigieusement les limites. 

La gloire d'avoir fait les premières applications de l'i 
gebre à la géométrie appailient à ta France, Viete (i) in 
gina de représenter les grandeurs géométriques par les syi 
boles de l'algèbre , et de traduire en équations les propriét 
de l'étendue. Par-là , des vérités très cachées , et qu' 
profonde méditation auroit de la peine à saisir dans l'ord 
de leur développement synthétique , se présentent stmpl 
ment, et naissent , pour ainsi dire, d'elles-mêmes sous 
plume du calculateur, Viete apprit l'art de résoudre ati 
les problêmes déterminés de géométrie. Parmi les u«ag 
qu'il fit de sa métliode, il trouva que le problème de 
trisection de l'angle mené à une équation du troisien 
degré , qui tombe dans le cas irréductible : résultat sing 
lier, et devenu trê^ intéressant par l'avantage qu'on a i 
jourd'hui de pouvoir résoudre cette classe d'équations, d'i 
manière approchée , avec le secours des tables des sinus, 
même , il trouva que le problème de la duplication du ci 
mené à une équation du troisième degré, mais que ci 
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équation n'a qu'une seule racine réelle , et que leâ deux ^ 
autres sont imaginaires. 

Descartes (i) eut une idée non moins originale et plus 
féconde encore que celle de Viete : il appliqua l'algèbre à 
la théorie des courbes. Il regarde une courbe comme engen- 
drée par les extrémités d'une suite de lignes variables , qui 
répondent à d'autres lignes aussi variables ; et après avoir 
formé.une équation qui exprime la loi suivant laquelle ces 
deux; suites (de lignes varient les unes par rapport aux autres^ 
il construit la courbe : il suit sa marche dans l'espace ; il dé- 
termine ses tangentes , ses perpendiculaires ^ et en général 
toutes les affections qui la caractérisent. Cette méthode réu- 
nit sous im même point de vue la simplicité et la généralité. 
Ainsi , par exemple , une même équation du second degré 
entre Fabscisse et l'ordonnée , combinées avec des quantités 
constantes , peut exprimer en général la nature des trois 
sections coniques ; et on la restreindra ensuite , dans chaque 
cas particulier^ à exprimer Une parabole^ une ellipse^ ou 
une hyperbole ji selon les valeurs relatives qu'on attribuera 
aux quantités constantes. Newton a fait , suivant ce principe , 
rénumération des cpurb^s du troisième ordre, ou des 
courbes dont la. nature est exprimée par une équation du 
troisième degré entre les deux coordonnées variables. L'ou- 
vrage qu'il a écriç sur ce sujet est principalement recomman- 
dable par différents artifices de calcul qu'il a imaginés pour 
se conduire dans cet immense labyrinthe. Il a été commenté , 
éclairci et perfectio;m^é par plusieurs savants géomètres, 
tels que Maclaurin, Nicole , Stirling, de Gua, etc. De notre 
temps, Euler et Cramer ont traité dans toute son étendue la 
théorie des courbes algébriques , l'un dans son livre intitulé , 
Introductio. in analysiji infinitorum, et l'autre dans sou 
Analyse des courbes, algébriques. Ces deux excellents ou- 
vrages doivent être; lus par tous ceux qui veulent pénétrer 
dans la géoi^étrie transcendante. 

L'impvilsion que Viète. et. Descartes avoient donnée â la 
géométrie se fit sentir d'un bout de l'Europe à l'autre. On 
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1775, dans ma Michani^ue, à démontrer, d'une maniera 
directe etgéoérale, la théorie du mouveRient des centres da 
gravité, «ans faire, comme Newton, d'Alembert, et les au- 
tre» géomètres qui ont écrit sur ce sujet , aucune décompo- 
sition de mouvements. Ma démonstration , fondée sur la syn- 
tlietc et sur la composition des rapports, est un exemple de 
l'avantage que les méthodes synthétiques ont quelquefois sur 
les calculs analytiques. Je renvoie cette proposition à la mé- 
chanitjue, où elle trouvera naturellement sa place et son 
' :aUon. 
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■]J, ligne 1, au lieu de c 
' ! l'angle. 
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INTRODUCTION. 

définitions et Notions préliminaires. 



I. J-iA GÉoMÉTRtE est UDe science qui a pour objet la mesure 
de retendue. 

a. Ou distingue trois espèces d'étendues ; la ligne, la su- 
perficie ou la surface, et le solide ou le corps. La ligne est 
une étendue en longueur seulement ; la superficie est une 
étendue en longueur et largeur; le solide est une étendue 
en longueur, largeur et profondeur. 

L'extrémité d' une lignes' appelle /jo/n(: onpeutconsidérer 
lepoint comme une ligne dont la longueur est devenue zéro ; 
»emblablement , on peut considérer la ligne comme une sur- 
face dont la largeur s'est évanouie, et la surface comme un 
solide dont la profondeur s'est évanouie. 

3. La ligne etlasuperficienepeuventpasexister par elles- 
mêmes, et indépendamment du solide : elles y sont toujours 
attachées. La superficie est comme Tenveloppe extérieure ou 
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le portion de l'enveloppe extérieure du solide; et la ligne 
comme le bord ou une portion du Lord de la superficie. . 
Mais il est toujours permis et quelquefois nécessaire de sépa- 
rer , par la pensée , la ligne et la superficie d'avec le solide , 
et d'imaginer que la ligne ou la superScie existe seule. £a 
effet , si je veux , par exemple , connoître la distance de Paria 
à Lyon , il est clair que je dois considérer simplement la lon-^ 
gueur du cb«BiLn qui mené d'une ville à l'autre , sans songer 
à la largeur de ce chemin , ni à la profondeur du terrain sur 
lequelitest établi. Si jeveuxmesurerl'étendue du plancher de 
ma chambre, j'en dois considérer la longueur et la largeur ^^ 
et je ne dois point m'occuper du solide couvert par ce plan- 
cher. Mais si on me demande la capacité d'un vase, pour 
savoir combien ce vase peut contenir de pintes d'eau , il faut 
que j'aie égard tout-à-la-fois aux trois dimensions , longueur, 
largeur et profondeur. 

4. Il y a en général deux sortes de lignes , la ligne rfroiM et 
la ligne courbe. 

La ligne droite est celle AB (Fig. 1) qui va d'un point A à 
un autje B , sans se détourner en aucun sens ; elle peut être 
regardée comme produite par le mouvement du point A qui 
marche de A vers B , en suivant toujours la même direction. 

Une ligne ACB, ou ACCB , composée de plusieurs lignes 
droites qui forment des brisures en C , s'appelle ligne brisée, 

La ligne ADB, qui se détourne successivement à chaque, 
pas infiniment petit de la direction rectiligne , s'appelle ligne 
courbe, ou simplement une courbe; elle peut être regardée 
comme l'assemblage d'ime infinité de petites lignes brisées. 

5. La ligne droite exprime la distance ou le plus court che-^ 
mia d'un point A à im autre B. Ce plus court chemin est 
cessairement unique ; de sorte que du point A au point B 
ne peut mener qu'une seule ligne droite , ou que si on en veut 
mener plusieurs elles se confondront toutes en une seule et 
même ligne. En d'autres termes , deux points sujyisenc pour 
déterminer la position d'une ligne droite. Mais du point A 
au point Bj onpeutmenerimeinBoité de lignes brisées ACB 
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ACCB , OU de courbes ADB. Toutes ces lignes sont plus lon- 
gues que la droite AB- 

6. On appeUeplan, oa superficie plane , une surface sur 
laquelle on peut tracer des lignes droites en toutes sortes de 
sens : tel est le dessus d'une table bien unie , ou d'une feuille 
de papier bien tendue. Toute surface qui n'a pas cette pro- 
priété s'appelle en général J«';/âce courbe, 

y. Les lignes droites se tracent sur le papier, en faisant glis- 
ser , le long d'une règle bien dressée , «ne plume , un crayon , 
qui laisse à sa suite une empreinte d'encre , de sanguine , ou 
de mine de plomb , etc. Sur le terrain, on plante, de distance 
en distance , des piquets dans l'alignement d'un même rayon 
visuel; et, d'im piquet à l'autre, on trace des sillons qui 
s'assemblent bout à bout, et forment ainsi une ligne droite 
continue. 

Toutes les lignes, même celles qu'on trace sur le papier, 
ont de la largeur, parceque la pointe d'ime plume ou d'un 
crayon a toujours une certaine surface , et parceque d'ailleurs 
il est nécessaire que les lignes paroissent sensibles à nos yeux. 
Mais on doit faire abstraction de leur largeur , et ne considé- 
rer en elles que la longueur. 

8. Deux lignes BA, CA, (Fig. a, 3,4)q'>>^<! renctmtrent 
en un point A , forment une ouverture BAC , qu'on appelle 
ns angle. Cet angle est rectiligne ( Fig. z ) , lorsque ses côtés 
oa/ambesBA, CA sont des lignes droites; d est curviligne 
(Fig. 3), lorsque ses jambes sont des lignes courbes; il est 
mixtiligne (Yig. 4), lorsqu'une jambe est droite et l'autre 
courbe. 

On doit bien prendre garde qu'un angle n'est point I'e^>ace 
compris entre ses côtés , mais uniquement l'inclinaison que 
ses côtés ont , l'un par rapport à l'autre , à leur intersection 
A. Ainsi la grandeur d'un angle ne dépend point de la lon- 
gueur de ses eûtes; en sorte que si, par exemple, on pro- 
longeles côtés AB , AC de l'angle rectiligne BAC{ Fig. a) vers 
DttE,, ces côtés, quoique devenus plus longs^ conserreroot 
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lifoujours , l'an à l'ëgard de l'autre , la même situation on ia- 
^ clinaison , ou formeront toujours le même angle. Il en est d« 
même pour ies angles curvilignes, ou mixtilignes. Car, par 
exemple, l'angle curviligne BAC (Fig. 3), est la même 
chose que l'angle rectiligne M A N formépar les droites MA, 
N A, qui touchent les courbes AB, A C au sommet A, et qui 
ont par conséquent les mêmes directions que ces courbes à 
leur origine ; il demeure donc toujours constant , quelles que 
soient les longueurs de ses côtés A B , A C. 

Ordinairement on désigne un angle par trois lettres , dont 
celle du milieu répond au sommée ou pointe de l'angle ; m^ 
quelquefois on se contente d'employer , pour cela , la simple 
lettre du sommet. 

J'avertisjunefois pour toutes, que, lorsque dans la suite je 
parlerai d'angles , j'aurai eu vue les angles rectilignes , à moins 
que je ne dise ou n'indique expressément le contraire. 

J'avertis aussi que les figures dont je parlerai seront suppo- 
sées tracées sur un même plan : les cas d'exception seront, 
formellement énoncés. 

g. Lorsque deux lignes droites CE, D B ( Fig. 5 ) , se c 
pent, elles forment, l'une à l'égard de l'autre , des angles qu'on 
appeWe angles de suite. Ainsi, le point A étant l'intersection 
deces deux lignes, CAB, CAD sont des angles de suite; de 
même , C A D , D A E sout des angles de suite. 

lo. Si(Fig. 6) la droite CEtombe perpendiculairement , 
ou sans pencher d'aucun côté , sur D B , ou , ce qui revient 
au même, si les deux angles de suiteCAB, CADsontégaux, 
chacun d'eux se nomme un angle droit. 

I II. On appelle angle aigu celui qui est moindre que l'an- 
gle droit ; et angle ohtus celui qui est plus grand que l'angle 
droit. Ainsi , dans la Fig. 5 , C AB est un angle aigu , C A D est 
un angle obtus. 

12. Toute surface limitée dans son étendue est terminée 
par des lignes qui l'entourent et la circooacrivent. Ces lignes, 
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'appelle les côtés de la figure, peuvent Atre droites ou 
u en partie droites et en partie courbes. Dans le 
ier cas , la ligure s'appelle une Jignrerectiligne , ou un 
po{^g»/ï<î rectiligne ; dans le second, figure ou polygone cuT' 
viligne ; dans le troisième , figure ou polygone mixtiligne, 

La mesure des polygones rectilignes est l'un des objets de 
la géométiie élémentaire : parmi les polygones curvilignes, 
le cercle , que nous définirons tout-à-l'heure , est le seul dont 
elle considère les propriétés. 

i3. Les polygones rectilignes ont différents noms, selon 
le nombre de leurs côtés. On appelle triangle ( Fig. 7, 8 , g ) 
celui qui en a trois ; ijuadrilatere ( Fig. i3 ) celui qui en a 
quatre ; pentagone { Fig. 1 4 ) celui qui en a cinq : ejLagonc 
( Fig. 1 5 ) celui qui en a six ; eplagone , celui qui en a sept ; 
ocMgoae, celui qui en a huit ; etc. 

14. On distingue six espèces de triangles : trois par rapport 
ux cbtés , et trois par rapport aux angles. 

1®. Par rapport aux côtés , on appelle triangle équilalèral 
cïJui ABC (Fig. 7), qui a ses trois côtés AIi,BC,CA, 
égaux entre eux ; triangle isoscele , celui A BC( Fig, 8), qui a 
wulementdeuxcôtésBAjBC, égaux ; triangle Jca^ene, celui 
A B C ( Fig. g ) , qui a ses trois côtés inégaux. 

3*. Par rapport aux angles, on appelle triangle rectangle 
celui ABC (Fig. 10), quia un angle droit B; triangle oA- 
tusanglc , celui ABC (Fig. 11 ), qui a un angle obtus B ; 
triangle acutangle , celui ABC (Fig. la), qui a ses trois 
angles aigus. 

Nous démontrerons dans la suite rigoureusement (ce qui 
est d'ailleurs évident aux yeux), qu'im triangle ne peut 
avoir qu'un seul angle obtus , ou qu'un seul angle droit , 
mais que ses trois angles peuvent être aigus, 

i5. Efï désignant un triangle par les trois lettres placées 
4UK sommets de ses trois angles , comme nous venons de le 
faire ; si le triangle est isoscele ( Fig. 8 ) , l'usage est de faire 
occuper le milieu , daus l'ordre de dénomination, kïi 
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B , qui comprend les deux cdtés égaux BA , BC , ou de dé- 
signer le triangle par ABC ; si le rriangle est rectangle 
(Fig, lo) , ou obtusangie ( Fig. 1 1 ) ,on fait occuper le milieu 
è l'angle droit , on à l'angle obtus , c'est-à-dire qu'on 
écrit ou prononce ABC. Mais tout cela est arbitraire , quant 
au fond. On ne suit aucun ordre Hxe dans la déùguation des 
autres espèces de triangles. 

16. La dénomination de càtés est commune pour les 
trois lignes qui forment le contour d'un triangle , quelle 
que soit d'ailleurs i'espece de ce triangle ; mais , dans le 
triangle rectangle ABC ( Fig; 1 1 ) , on alt'ecte spécialement 
le nom à' hypoihénuse au côté BC opposé à l'angle droit B. 

17. On appelle en général base d'un triangle le côté 
sur lequel on imagine qu'il s'appuie. Mais U faut bien se 
garder de joindre à cette idée celle d'une position essen- 
tiellement horizontale. H n'en est pas ici comme de l'état 

{ihysique et habituel des corps. Dans cet état, et dans le 
angage ordinaire , on entend par base d'un objet ce qui 
en porte la pesanteur , et alors cette base est nécessairement 
hcM'izonrale. Mais dans la géométrie , où l'on considère 
seulement l'étendue suivant ses trois dimensions, abstrac- 
tion faire de la pesanteur et de toutes les autres qualités 
physiques des objet», la base d'un triangle peut avoir une 
position quelconque dans l'espace , c'est-à-dire , être hori- 
zontale ou inclinée. 

Lorsque le triangle est isoscele ( Fig, 8 ) , on prend ordi- 
nairement pour base le côté AC opposé à l'angle B , qui 
est compris entre les côtés égaux BA , BC ; de même , dans 
le triangle rectangle ( Fig. 10), ou obtusangie { Fig. 11), 
on prend le plus souvent pour base le côté AC , opposé 
è l'angle droit ou obtus B. Mais toutes ces acceptions sont 
de Tolonté , ou de convenance ; et les conditions d'un 
problème demandent quelquefois que l'on prenne pour 
base l'un des côtés égaux du triangle isoscele , ou l'un des 
côtés adjacents à l'ange droit , ou à l'angle obtus, du triangle 
rectangle ou obtusangles 
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Quand on a une fois fixé la base d'un triangle , la pointe de 
l'angle qui lui est opposé se nomme le sommet du triangle. 

Tout ce, qu'on vient de dire pour les triangles s'applique 
également aux autres figures , et aux solides. 
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8. Un polygone ABCDEF ( Fig. i5 ) , d'un nombre quel- 
conque de côtés , qui a tous ses côtés égaux , et tous ses 
angles égaux, est appelé régulier. Les autres espèces de po- 
lygones sont irréguliers, 

ig. Une droite AD ( Fig, i3, 14^ i5), menée d'un angle 
d'un polygone à un autre angle , s'appelle en général diago-* 
nale. Cette dénomination est principalement usitée pour le 
quadrilatère. 

so. Le cercle est une figure terminée par une ligne courbe 
ABOD(Fig. 16), qu'on appelle circonférence, dont tous 
les points sont également éloignés d'un point intérieur C , 
qui est appelé le centre. 

On peut regarder le cercle comme produit par le mouve- 
ment d'une droite CA, qui tourne autour de l'extrémité G, 
et qui porte un style fixé en A, à une distance toujours 
constante du centre C , lequel décrit la circonférence 
ABOD. C'est d'après cette idée qu'on trace le cercle sur 
le papier , au moyen de l'instrument nommé compas: Pour 
décrire la circonférence d'un cercle sur le terrain , au lieu 
du compas, on se sert d'un cordeau bien tendu, attaché 
par l'un de ses bouts à un piquet fixe, et garni, à l'autre 
bout, d'un piquet qui tourne sur le terrain, et qui y marque 
la circonférence» 

21. On appelle rayon, toute droite CA menée du centre 
à la circonférence , et diamètre , toute droite DB , qui 
passe par le centre et qui se termine de part et d'autre à 
la circonférence. On voit immédiatement par la génération 
du cercle que tous les rayons sont égaux. Tous les dia- 
mètres sont aussi égaux, puisque chacun d'eux est la somme 
de deux rayons. 
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23. Une droîte MN , qui se termine de part et d'autre 
à la circonférence, sans passer par le centre, s'appelle une 
corde ; les portions de circonférence MON , MAN , qui ré- 
pondent à la corde MN, s'appellent des arcs. 

23. Il y a, parmi les corps ou solides, une variété in- 
finie, à raison des différentes figures et des différentes posi- 
tions que peuvent avoir les faces qui les terminent ou lès 
enveloppent : mais tous les solides dont la géométrie élémen»* 
taire s'occupe se réduisent à trois, qui sont le prisme , la 
pyramide, et là sphère. Nous ferons connoître ci-dessous, 
en détail , ces trois espèces de corps , lorsque nous exami- 
nerons leurs propriétés. 

24. Je diviserai ce traité en quatre parties. La première 
aura pour objet les lignes ; la seconde , les surfaces ; la troi- 
sième, les solides; la quatrième, nommée trigoNomécrie , 
la mesure des angles et des côtés d'un triangle. Commen- 
çons par mettre en avant quelques axiomes , et quelques 
demandes ou suppositions d'opérations qu'on ne peut pas 
refuser d'accorder. 

AXIOMES. 

25. I. Un tout est égal à la somme de toutes ses parties ^ 
et il est plus grand que chacune d* elles en particulier, 

IL Deux quantités qui sont égales , ou semblables , cha^ 
cune à une troisième quantité, sont égales ^ ou semblables ^ 
entre elles. 

III. Si à des grandeurs égales on ajoute une m,ême gran^ 
deur y ou des grandeurs égales , les sommées qu^ on formera 
par ces additions seront égales. 

IV. Si de grandeurs égales on retranche une même gran^ 
deur , ou des grandeurs égales , les restes seront égaux. 

V. Si à deux quantités inégales on ajoute une m.éme quan^- 
tité y ou deux quantités égales, les sommes seront inégales , 
et la plus grande somme sera celle qui contiendra la plus 
grande des deux quantités inégales. 
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VI. Si de deux quantités inégales on retranche une même 
^uaTtdté , ou deux tfuantités égales , les restes seront iné- 
gaux , et le plus grand reste sera du côté de la plus grande 
des deuor. quantités Inégales, 

VU. Deux lignes , deux superficies sont égales , /o«- 
qu étant appliquées Cune sur Vautre, ell's se contiennent 
ou se couvrent parfaitement. De même deux angles sont 
égaux ,sif le sommet de l'un étant appliqué sur le sommet 
de l'autre , les côtés du premier tombent sur les cétés du 
second , chacun sur chacun. 

Cet axiome est ce qu'on appeile le principe de superpo- 
jîiion : nous en ferons un fréquent usage. 

VIII. Tous les angles droits sont égaux entre eux. 
Ainsi la somme de deux angles droits est égale à la somme 
ile'deu\ autres angles droits ; le double d'un angle droit est 
égal au double d'un autre angle droit ; et , en général , 
les multiples semblables de deux angles droits sont égaux 
entre eux. 



a6. Oc demande 

I. (^u'on puisse mener une ligne droite d'un point à tel 
autre point qu'on voudra, 

U. Qu'on puisse prolonger aussi loin qu'on -voudra une 
ligne proposée , ou imaginer que cette ligne esc prolongée. 

ni. Qu'il soit permis de décrire un cercle de tel centre 
et de tel rayon qu'on voudra , ou d'imaginer que ce cercle 
at décrit. 

' IV- Qu'on puisse tirer une ligne droite égale à une autre ; 
imaginer qu'un angle est égala un autre angle ; qu'une ligne 
droite est partagée en un certain nombre de parties égales ; 
qu'une ligne droite est perpendiculaire aune autre. Sauf à 
donner en son lieu la manière de faire un angle égal à un 
antre angle , de partager une ligne droite en parties égales , 
et de mener une perpendiculaire à une autre ligne. 
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PREMIERE PARTIE. 



DES LIGNES. 

ay. i- otTTES les relations que des lignes peuvent avoir enti 
elles consistent , ou dans le rapport de grandeur de ces lignes, 
ou dans la position qu'elles ont, soit les unes à l'égard des 
autres, soit à l'égard du cercle. Le développement de ces re- 
lations et des conséquences ou propriétés particulières 
en résultent, est l'objet de cette première partie. 



CHAPITRE PREMIER. ; 

Du rapport de grandeur des lignes. 

28. On mesure et on compare ensemble les longueurs dei 
lignes, au moyen dune mesiwe commune, ou étalon, qu 
forme l'unité , et qui étant porté successivement sur toute) 
les lignes fait connoitre leurs rapports de longueur. Pa] 
exemple , voulez-vous mesurer la distance de deux clochen 
A et B ( Fig. 17), situés dans une plaine ? Prenez à volontil 
pour unité une certaine mesure , telle que le mètre : porta 
successivement cette mesure tout le long de la droite AB 
qui est supposée joindre les deux clochers, en allant de l'un i 
l'autre ; cette ligne sera composée d'autant de mètres qu'i 
aura fallu répéter de fois l'unité pour épuiser cette mêmi 
ligne. Si ce nombre de fois est 4^8, vous conclurez que la 
deux clochers sont distants l'un de l'autre de 458 mètres ; s 
le nombre de fois est 549, la distance sera de 54g mètres ; etc. 
Il peut arriver que le mètre ne soit pas contenu un nombn 
juste de fois dans l'intervalle AB : alors la dernière dîvisioi 
est une fraction du mètre. 

29. Les lignes mesurées sur le terrain sont ordinairement 1 
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trop longues pour pouvoir être rapportées sur le papier dans 
leur grandeur naturelle ; on est donc obligé de les réduire , 
et de les e\primer par d'autres lignes plus petites ; c'est à quoi 
on parvient par la construction d'une échelle de rapport. 
Cette échelle est une ligne E F qu'on trace sur le papier, pour 
représenter l'unité ou lui certain multiple de l'unité dont on 
s est servi sur le terrain : elle doit donc être assez petite pour 
iju'en la répétant autant de fois'qu'il est nécessaire pour for- 
mer les lignes qu'on a dessein de représenter ou de rapporter 
*ur le papier, les lignes de représentation puissent ttre com- 
prises dans la feuille de papier sur laquelle tout le tracé doit 
être exécuté. 

L'échelle E F étant une fois fi>ée , on la subdivise en plu- 
sieurs parties égales pour représenter les mesures plus petites. 
Par exemple, si EF représente un intervalle de loo mètres, 
on partagera cette ligne eu dix parties égales Vf,fg,gh , etc. , 
pour représenter des décimètres; et si l'on veut pousser les 
subdivisions plus loin , on partagera l'une des parties F_/^en 
dii parties égales , ou seulement en quatre parties égales , ou 
cinq parties égales , etc ; par là, on aura des parties de l'é- 
chelle pour représenter sur le papier les parties des lignes me- 
surée» sur le terrain. 

Quant aux longueurs plus grandes que l'unité , pour abré- 
ger leur tracé sur le papier , on commence à former , au 
moyen de l'échelle EF, d'autres échelles A K plus grandes, 
par exemple, doubles, triples, quadruples, etc. , dont on 
fait ensuite le même usage que de l'échelle fondamentale. Si 
U distance qu'on veut représenter par le moyen de l'échelle 
Kl» il ia ire A K ne contient pas un nombre juste de fois la lon- 
goeurque A K représente , on supplée au dt'fauc , ou à l'ex- 
cès , par l'échelle £ F et ses parties. 



CHAPITRE II. 

f Propriétés de la rencontre de deux lignes droites. 

■Se. Théorème I. Iuk somme de deux angles de suite vaut 
toujours deux anf-les droits. 

En efièt, i*'. Si(Fig. i8 ) la droite DC tombe perpendi- 
culairement sur la droite AB, les deus angles de suite DCA, 
DCB seront droits, et par conséquent leursomme vaut deuï' 
angles droils. 

a". Si une droite EC tombe obliquement sur AB, il esf 
clair qu'en imaginant la droite CD perpendiculaire en C sur 
AB (Dem, IV), la somme des deux angles de suite EGA, 
ECB , vaudra la«omme des deux angles droits D C A , D CB ; 
car l'angle obtus EGA surpasse l'angle droit DCAdu même 
angleEGD, dont l'angle droicDCB surpasse l'angle aigu 
ECB. Donc , en général , la somme c|e deus angles de suite' 
^^ Vaut deux angles droits. 

1^» ' 3i. rbro/fajVe/, Lorsque deux ligues AC, CF(Fig. 19) no- 
sont pas une ligne droite , on qu'elles forment une ligne bri- 
sée en G, la somme des deux angles EGA, ECF, qui onl 
leiirs sommets au point C, et le côté commun EC , vaut moin» 
ou plus que deux angles droits; car, en prolongeant A G 
versB, la somme des deux anglesACE, EGB, vaut deux 
angles droits , et par conséquent la somme des deux angles 
' ACE, E G F, vaut moins ou plus que deux angles droits, 
puisque CF ne tombe pas surCB. 

Et réciproquement, si la somme des deux angles EGA, 
ECF, vaut moins ou plus que deux angles droits , la ligne 
ACF sera brisée en C , puisque CF tombera évidemment 
en dedans ou en dehors de l'angle ECB. 

On voit par-là que, si les deux angles EGA, ECF, 
valoieat exactement deux angles droits , il n'y auroU; 




point de bri&ure en C, et que A C F l'ormeroit une ligne 
droite. 

Sa. Corollaire II. Si à un même point C et d'un même 
cAté de la droite A B (Fig. 20) on mené un nombre quel- 
concpie de lignes GC^ EC, FC,la somme de tous les 
sngles ACG , GCE , ECF, FCB , vaut deux angles 
droits : car il est évident que la somme de tous ces angles 
«t la même chose que la somme des deux angles ACG, 
GCB; ce qui ramené ce cas à celui de l'article 3o. 

De là et de l'article précédent il suit que, si la ligne 
AB étoit brisée en C, la somme des angles ACG, GCE, 
ECF, FCB, vaudroit moins ou plus qae deux angles 
droits ; et réciproquement , si la somme de ces angles va- 
bit moins ou plus que deux angles droits , la ligne AB 
wroit brisée en C. 

33. Cornîlaire III. Les mêmes raisonnements et les mêmes 
conclusions ont lieu à l'égard des angles BCK,KCI,ICH, 
HCA , en nombre quelconque , placés de l'autre côrà 
de AB. 

Des deux cas il suit que , si l'on forme autour d'un point C 
tant d'angles qu'on voudra , la somme de tous ces angles 
vaudra «juatre angles droits , puisqu'en menant une droite 
ACB, on a de part et d'autre deux sommes d'angles, les- 
i]uelles valent chacune deux angles droits. 

34. Théorème \i. Deux lignes AB, CD (Fig. zi},£/ui 
« coupent , /arment autour du point d'îniersection E quatre 
angles , tels que les opposés au sommet sont égaux deux 
àdeua: ; c'est-à-dire quel'angle h.¥.Cescégalàl'angleO¥,Q , 
tique l'angle AED est égal à l'angle BEC. 

i". CD étant une ligne droite , la somme des deux angles 
AEC> AED , vaut deux angles droits {3o) : de même, 
AB étant une ligne droite , la somme des deux angles AED, 
D£B, vaut deux angles droits. Donc on aura ( Ax, VUI) 
«ny.AEC-hong^. AED=anê'. AED + an^. DEB. Rp- 
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Nous allons tirer de ce principe la solution des troij 
jroblêmes &ui vanta- 
il. Problème I. Mener une ligne qui soie perpendicU' 
I laire sur le milieu d'une droite donnée AB ( Fig. aS ). 
Des points A et B , avec un même rayon arbitraire 
I plus grand que la moitié de A B , décrivez deux arcs di 
* cercle MO, PQ, qui se coupent en F ; pareillement dé- 
crivez des mêmes points , avec un même rayon arbitraire 
toujours plus grand que la moitié de AB , deux autre 
aTC&mo , p/f , qui se coupent en/'; menez par les point 
F et /la droite CD : je dis que cette ligne sera perpen 
diculaire sur le milieu de AB. En effet on a FA:=FB 
et/A^/B. Donc le point F est également éloigné de 
points A et B , et le point /^ est également éloigné des même 
points. Donc les deux points F et^sont placés l'un et l'autr 
sur la perpendiculaire au milieu de AB. 

La même méthode sert à diviserune ligne droite en deux 
I parties égales. 

4z- Problème U, Pur un point E donné sur une ligne KH 
( Fig. 26 } , élever une perpendiculaire à cette ligne. 

Du point E comme centre , avec un rayon arbitrair 
décrivez la demi-circonférence AZB, qui coupe KHaux 
points A et B , et qui donne EB ^ E A ; ensuite des point! 
A et B j avec un même rayon arbitraire , plus grand qui 
EB ou EA, décrivez deux arcs de cercle MO, PQ, qii 
se coupent en F ; menez , par les points F et E , la droite 
CD ; elle sera perpendiculaire en E à la droite AB 
KH (40), puisque EB— EA, et FB = FA. 

43. Problème. III, D'un point F , situé hors d'u 
ligne KH (Fig. 27), abaisser une perpendiculaire à cette 
i%ne. 




Du point F, comme centre, avec le rayon FAouFB 
décrivez l'arc AZB , qui coupe aux points A et E L 
droite KH, prolongée lorsqu'il est nécessaire. De ces dem 
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points , comme centres , avec un même rayon arbitraire , 
plus grand que la moitié de AB, décrivez deux arcs de 
cercle mo y pq , qui se coupent en /*; menez par les points 
F et y* la droite C D : elle sera perpendiculaire à IÇH , 
pmsqu'elle passe par deux points , chacun également éloigné 
des points A et B. 

44- Lemme. Si d'un point D ( Fig. 28 ) pris au dedans 
tun triangle , on mené aux extrémités de Vun AB de 
ses côtés les droites D A , D B , la somme de ces deux lignes 
sera moindre que la somme des deux autres côtés C A , C B , 
du triangle , c^est-à-dire qu'on aura DA-f-DB < CA 
+ CB. 

Cela est évident par soi-même, puisque la figure ADB 
est contenue en dedans de la figure ACB ; mais si on en 
veut une démonstration en forme, la voici. 
Prolongez A D jusques en E ; on aura ( 5 ) , 
i*^. BD < EB + ED; ajoutant de part et d'autre D A , 
on aura BD + DA < EB 4- EA. a°. EA < CA 4- 
GE : ajoutant de part et d'autre EB; on aura EA4- 
EB < CA 4- CB. Donc , a fortiori , BD + DA < CA 
+ CB. 

45. Théorème VI. De toutes les lignes qiion peut me- 
ner d^un point quelconque F (Fig. 29 ) à une droite KH, 
la plus courte est la perpendiculaire FE; et de deux obli- 
ques FA, FK, qui s'éloignent inégalement de la perpen-- 
diculaire , la plus courte est celle FA qui s^en éloigne le 
moins m 

Prolongez la perpendiculaire FE d'une quantité ED 
égale à elle-même, et tirez les droites AD, KD : la droite 
FD étant perpendiculaire à KH, réciproquement K H est 
perpendiculaire à FD (35). Donc , à cause de ED zz= 
EF, onaura(37)AD = AF, KD=KF. Or,FD< FA 
4-AD; et (44) FA4-AD< FK4-KD. Donc, en pre- 
nant les moitiés , on aura FE < FA , FA < FK : d'où 
l'on voit, 1^. que la perpendiculaire FE est plus courte 
que chacune des obliques FA , FK; a^. que, de ces 
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côté B C ; il est clair que les deux arcs de cercle d(5crits avec 
les rayons égaux B A j E D , se confondront , et que les deux 
arcs décrits avec les rayons égaux CA, FD, se confondront. 
Donc les deux points d'intersection A et D n'en formeront 
qu'un seul , et le triangle D E F s'appliquera exactement sur 
le triangle ABC ; donc ces deux triangles sont parfaitement 
égaux. 

5a. Théorème IV. Les deux triangles quelconques ABC , 
DEF(Fig. 32 et 33) seront parfaitement ^gaux si DE^AB, 
D F ^ A C , l'ongle E =; l'angle B , et que de plus les deux 
angles F ec C soient de la tnéme espèce , c'est-à-dire , tous 
deux aigus , ou tous deux obtus , ou tous deux droits. 

Si ou applique le côté ED sur le côté BA, de manière que 
le point E tombe sur le point B , le point D tombera sur le 
point A, à cause de DE^AB; etEF aura même direction 
que BC] àcause des angles égaux E et B. Le point £ pou- 
vant être regardé comme l'intersection de E F avec un arc de 
cercle décrit du point D pour rentre , et ayant D F pour 
rayon ; si du point D , confondu maintenant avec le point A , 
et du rayon A G ou D F , on décrit l'arc de cercle C li K qui 
coupe BC en un second point K, et qu'on tire AK; le trian- 
gle D E F ne pourra être que le triangle ABC, ouïe triangle 
ABK. Or cette seconde supposition ne peut paa avoir lieu 
en général : car le triangle ACK étant îsoscele, et l'angle F 
étant de même espèce que l'angle C , et conséquemment aussi 
que l'angle AKC; cet angle F ne peut pas être l'angle AKB, 
à moins que D F et A C ne fussent perpendiculaires à E F et 
àBC, auquel cas les points C et K se conl'ondr oient. Donc, 
en général, le triangle DEF ^e confond avec le triangle 
ABC, et par conséquent ces deux triangles sont parfaitement 



53. Corollaire. Il suit de là, i". que deux triangles rec- 
tangles qui ont des hypothéniises égales , et un angle aigu égal 
à un angle aigu, sont parfaitement égaux. Tel8sont( en abais- 
sant des angles A et D les perpendiculaires AO, AH sur les 

côtés oj)posés) les deux triangles rectangles AOB, DHE, 



qoi ont les hypotliénnses A B , D E , égales , les angles B et E 
égaux^ et les deuxangles droits AOB, DHE, de la même 
espèce. 

a*. Si l'on considère le triangle isosceleKAC (Fig;32), on 
rcrra que , dans ces sortes de triangles et dans les triangles 
éqnïlatéraux, la perpendiculaire AO, abaissée de l'angle A 
sur la base, partage le triangle en deux triangles rectangles 
AOC, AOK, parfaitement égaux, puisque ces deux trian- 
gles, appliqués l'un sur l'autre , colncid croient parlaitement. 

54- Théorème V. Deux polygones quelconques, composés 
d'un même nombre de triangles ejui sont dans l'un des cas 
précédents , et semblablement disposés , sont parfaitement 
égaux. 

Car, si l'on applique cesdeux polygones l'un sur l'autre, il 
est évident qu'on pourra faire coïncider les parties , et que 
par conséquent tes touts coïncideront semblablement. 



CHAPITRE IV. 
Des lignes parallèles. 

55. O J à tous les points C , C , G , C , d'une droite AB 
( Fig. 34 } on élevé sur cette ligne des perpendiculaires 
égales CD, CD, CD, CD; qu'ensuite de chaque point 
D au point voisin D on mené une petite ligne droite : 
l'assemblage de toutes ces petites lignes formera une ligne 
continue que je nomme parallèle à Alt. 

56. Corollaire. Il suit de cette défînîtioa , que la ligne 
D D D D est droite : car , puisque tous les points D 
sont également éloignés de la droite AB, il est clair que 
la ligne D D D D ne peut , en aucun endroit de son cours , 
former de concavité ni de convexité vers AB , et que 
par conséquent tous ses points sont placés sur une seule 
et même direction recliligne EF. Et^ en effet, si l'on 



^2 GEOMETRIE. 

conç(Mt que , la droite AB demeurât immobile , toutes Isii 
<Jroites égales DC, DG, DC, DC, auxquelles on n'a, 
attribué aucune longueur déterminée , viennent à djLml-n 
i^er continuellemeat. chacune de la méoie quantité : les 
jpoînts D ^ en s'approchant des points. G , conserveront 
tpujours entre eux , et par rapport à AB , la même situa- 
^on. Or y lorsque les^ lignes DG devienneot tout-à-fait 
QVilles^ les points D se confondent avec les points G^ et 
la ligne entière £F se confond avec la dj:oite AB ; ce 
qui ne pourroit pas arriver si EF n'étoit pas une ligne 
droite. 

Sjf Théorémie I. Za Jroi^éj EF(Fig. ZS) étant supposée, 
parallèle à la droite AB, si dun point quelconque^ C ,, 
pris sur^ AB , on èleve ài cette ligne lu perpendiculaire 
CD y qui rencontre EF einj}- : cettei lign^ CD sera aussi^ 
perpendfQulairei A. EE. 
^ Prenez arbitrairement , de part et d'autre du point G , 
les droites égales G K , G G ; par les points K , G , élevez 
sur AB les perpendicul^reai KL, GH; et tirez les dia- 
gonales GL, CH. La ligne EF' étant parallèle à AB, 
on aura (55), KL=;GH. Donc les deux triangles rec- 
tangles G KL , GGH , sont' parfaitement égaux (49)> 
puisque GK = GG , KL = GH, et angle K = angle G. 
Ainsi lîangle KGL;=£:rangle GGH, et GL=GHw Retranr 
chant lès angles KCB, GGH: des: angles droita égaux» 
KGDî, GGD., restera, l'angle LCD =:ranglè H G D; 
donc (49) les don» triangles GDL, GDH. sont parfaite- 
ment ^aux , comme ajant un angle égal compris: entra 
côtés égaux chacun, à chacun. Donc les deux. an^& de 
suite GDL, G D H, sont égaux ; et par conséquent chacun 
d'eux est droit, ou., cequi reviwit attiméme-, GD»estper- 
pendicul^ire à EF, 

58i Corollaire^ I: 1>«)ikî» la^-Iigiie- Eîï (*Fig. 34*)»-étant»s»p- 
po^o parallèle à-» AiB, onvpeut- dire aussi que* AB eôfré*- 
ciprocpieinent paralklè'à>£F> puisque les'ligii€iS'égftiè6GDy 
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CtX, CD, CD, regardée comme perpendiculaires à AB , 
ioût rëciproqûéniënt perpendiculaires à £F. 

69. Corollaire II. Donc deux droites parallèles AB, 
EF , sojût pfiùr-tout également distantes l'une de l'autre , 
cônuâe étant perpendiculaires en chacun de leurs points 
* ùrié suite de lignés droites égales CD, CD, CD, CD, 
qiii expriment ohacmie (4^) la distance du point D à la 
droite A B, ou la distance du point C à la droite EF. 

60. Corollaire III. De là suit la manière de mener 
( Fig. 36 ) , par un point D , donné ou pris à volonté , 
xsÈLé parallèle à- la droite AB. Du point D, abaissez (43) 
k diroite DC pefrpendiculàire à AB'; et de ce même point 
élevez (4^) DF perpendiculaire à DC ; cette droite DF 
sera parallèle à AB. 

61. CofoUdité iV. Si, ayant niëilé les perpendiculaires 
Cb^M'N, aux deux parallèles AB, EF, on prend d'un 
Jiiémë cAté les parties CR, M'O , égialés entrée elles, et 
qti*otl riiënë les obliques RD , ON , ces obliques seront 
^âles*, et'les parties RO , DN, deslîgnès'AB , EF, seront 
aussi égales; car, 1*. les deux triangles' rectanglefs DCH, 
N MO, sont parfaitement égaux (49)^ comme ayant un 
aUglé égiail* coriipris' entre côtés égaux chacun à chacun. 
7f. S on meiie la droite DM, lés deux triangles rectangles 
DCM, DNM, qui ont la même hypbthériusé, et le côté 
DC = NM, sôtit parfaitement égaux (53); d'où résulté 
CM'=±DN; ôtarit' O M dé CM, et ajoutant CR qui est 
égde àOM, oh aura RO = CM=DN. 



6a; Théorêtne II; Si lès droites parallèles A B , E F 
( Fig. 37 ) sont coupées par une droite YLLi : les angles 
HDB', EHD ( qu'on appelle angles alternés internes) seront 
égaux. 

Cat' si des points lî et D , on meif e aux deux parallèles 
Ici pèPt)ëiadicûlaires'HÔ, DG; léà deux triangles rectan- 
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glesHOD, DGH, qui ont la même hypdthénuse , et les 
c6tés H O , D G , égaux ( Sg ), sont parfaitement égaux ( 5a ) ; 
donc l'angle HDO=rangle DHG. 

63. Corollaire. Il suit delà, i*. que les angles HDB, 
KHF (qu'on appelle angles internes externes d^un même 
côté) sont égaux, puisque Tangle KHF est égal (34) à son 
opposé par le sommet EHD , qui vient d'être démontré 
égal à HDB. 

3°. Que les angles KHF , ADL( qu'on appelle a^g'/e^ 
alternes externes ) soùt égaux , puisqu'ils sont opposés par 
le sommet à des angles égaux. 

3°. Que les angles alternes internes FHD, ADH, sont 
égaux , puisqu' étant ajoutés aux angles égaux KHF, ADL , on a 
deux sommes égales (3o). Par la même raison, les angles 
alternes externes KHE, BDL, sont. égaux. 

4*. Que la somme des deux angles FHD, BDH( qu'on 
appelle angles internes cCun même côté ) vaut deux angles 
droits, puisque la somme des deux angles de suite F HK y 
FHD, vaut deux angles droits, et que Fangle FHK est 
égal à l'angle HDB. Par une raison semblable , la somme 
des deux angles externes d'un m,éme côté , FHK, BDL, 
vaut deux angles droits. 

64. Théorème III. Réciproquem,ent , si deux droites AB , 
E F ( Fig. 38 ) sont coupées par une droite K L , rfe manière 
que les angles qlternes internes HDB, EHD, soient égaux ; 
ces deux lignes AB , EF, seront parallèles. 

Car si on prétend que EF ne sera pas parallèle à AB, 
je mènerai, par le point H , la droite e/* parallèle à AB : 
alors, par le Théorème précédent, l'angle eHD sera égal 
à l'angle HDB ; donc l'angle cHD sera égal à l'angle 
EHD ; ce qui ne peut pas arriver, à moins que efne 
tombe sur EF, ou que EF.ne soit parallèle à AB. 

65. Corollaire. Les deux lignes AB , EF , sont aussi pa- 
rallèles , 1". si les angles HDB, KHF, sont égaux; car 
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l'angle KHF étant égal à Fangle EHD (34), les deux 
angles EHD , HDB , seront égaux. 

a**. Si les angles KHF , ADL, sont égaux ; car alors les 
angles EHD^HDB, qui leur sont opposés par le SQmmet , 
seront égaux. 

S**. Si les angles FHD, AD H, sont égaux , ou si les 
angles KHE, BDL, sont égaux ; car de l'une ou de 
lautre supposition il résulte que l'angle EHD =: l'angle 
HDB. 

4**. Si la somme des deux angles FHD,BDH, ou si 
la somme des deux angles FHK, BDL, vaut deux angles 
droits ; car on trouvera facilement qu'en conséquence de 
l'iine ou de l'autre supposition les angles EHD, HDB , 
seront égaux. 
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Valeur des angles d'un triangle , ou d'un polygone ; 
dépendance générale et mutuelle des angles et des 
côtés j dans un même triangle ^ ou dans deux 
triangles égaux en partie ; etc. 

66. Théorème I. Ju a somme des trois angles d'un triangle 
(fuelconque B A C ( Fig. Sg) vaut toujours deux angles droits. 
Menez^ par le sommet A de l'un des angles , la droite M A N 
parallèle au côté opposé B C : les deux angles alternes internes 
ABC, B AM, sont égaux, et de même les deux angles ACB, 
CAN, seront égaux (6a). Ainsi, la somme des trois angles 
th triangle BAC vaut la somme des trois angles BAM, 
BAC, CAN. Or, la somme de ces trois derniers angles 
vaut deux angles droits (3a), Donc aussi la somme des trois 
ttttles du triangle, vaut deux angles droits. 

67, Corollaire I. Un triangle ne peut avoir qu'un seul angle 
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droit ^ et ^ à plud forte raison ^ qu -tin seul angle obtus ; nfiais il 
peut avoir les trois ^nglesf aigus. 

Par-là, on a la démonstration rigoureuse de l'assertion que 
nous avons mise en avant ( 14 )• 

68. Corollaire II. Sî la soittme dé deux aiflgies d'un tUan- 
gle est égalé à la somme dé deux âiïglés d'tin^àiïtîé triangle, 
le troisième aiigle du premier tiriaJQglè sera égal aftï troisième 
angle du second : car , retranchant les deux sommes propo- 
sées , chacune de deux angles droits , lés' deux an^ès restants 
seront nécessairement égaux. 

Ainsi, pour conclure que deux triangles ont tous leurs an- 
gles égaux chacun à chacun, il suffira de reconnoître que 
deux angles de l'un de ces triangles sont égaux chacun à cha- 
cun de deux angles de l'autre triangle. 



/ • 



69. Corollaire m Si Ton prolonge l'un BC des côtés 
d'un triangle BAC, l'angle A C D ( qu'on appelle angle exté- 
rieur) sera égal à la somme des deux angles CBA, CAB- 
(qu on appelle angles intérieurs ) : car la soitime des deux an- 
gles ACD,ACB,etla somme des trois ailgles CBA , CAB , 
ACB, du triangle , sont égales entre elles, comme ayant pour 
valeur commune deux angles' di'ôit^. l3onc, eii retranchant 
de ces deux sommes l'angle ACB , restera l'angle ACD égal à 
la somme des deux angles CBA, GAB. 

70. Corollaire IV. Si d^un point M placé silr l'un AC des 
côtés d'un triante BAC (Fig, 40)^ on mené à l'extrémité 
du côté B C la droite MB , l'angle BMC seraplùè grand qtié 
l'angle B A M ; car l'angle BMC , étant extérieur au triariglè' 
B A M , vaut' la somme des^eux an^es-B A M , AB M , et par 
conséquent surpasse l'angle BAM de la vàleùt dé* l'atigle' 
ABM* 

A plus forte raison > sî'd*un pcritet^O, jiriiatlidedêttfe^ àn> 
triangle B A C , on mené les droites O B , O C , aux extrémités 
du côté B C y l'angle B O G sera plus gratod que l^glè B A(D , 
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IBÛsque l'angle BOC est plus grand que l'angle JIMC, 
et que l'angle BMC est plu» grand ijue l'ongle BAC. 

fi . TJiéocénie II. La somme àv tou6 les angles intirimirs 
^unpoly grtne quelconque vaut toujours autant de fois deu.K 
ongles droits , moins quatre angles dimts , t/ue le polygone 
a de côtés. 

t*. Soit (Fig. 41 ) UD polygone quelconque ABCDEF, 
dont tous les angles sont saillants : menez de run A des angles 
IfisdiagonalesAC, AD, AE; voiig formerez par-là autant 
Je triangles , moins deux, qne le polygone a de côtés- Or la 
somme des angles intérieurs du polygone vaut la somme de 
Ions les angles de ces triangles. Donc elle vaut autant de fois 
«lenx angles droits , moins quatre angles droits , que le poly- 
gone a de cAtés , puisque la somme des troie angles de chaque 
triangle en particulier vaut deu\ angles droits. 

a". IL-orsque le polygone a des angles rentrants , tels que 
(Fig. 42)) il faut tirer la droite CD-; et alors , dans le iiou- 
Veau polygone ABDEF, donttousles angles sont saillants, 
«qui a un cùté de moins que le premier ABCDEF, la 
somme des angles intérieurs=(« — 1) x zD — \G, cnnom- 
iltBnt.n le nombre des cAtés du polygone proposé , D la va- 
leur de l'angle droit. Or, si l'on prend pour l'angle intérieur 
G de ce même polygone la somme des denx angles ACB, ACDy 
oniœrjra que, pour avoir la somme de tousser angles inté- 
àeasi, il faudra ajouter à l'expression (n — 1} X iiD — 4D, 
la somme des deux angles A C B , A C D , et mi retrancher la 
somme des deux angles C B D , G D B ; et comme en prolon- 
geant A C jusques en K, on a ang. ACB^iang . CBD -f- 
an^. CKB , étang. ACD = ang. CDB ■+■ ang^ CKD , on aura 
/mg, ACB -t- an^. ACD — oRg. CBD — «»g. CDB — 
ang. GKH + ang. CKD =:: 2D, Donc lasonmie des angles inté- 
ricars du polygone propoBéABCDEF=:(n — i) X sD — 
4D'-t- 2O := /i X 2D — 4D ; ce qoi est encore conforme à 
l'éoonGé général du théorèhne. 

Si le-polygone aroit deux angles rentrants,. on formeroit 
sticc«siv«ment deuspolygonessaillant*'; si trois angles ren- 
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trants , trois polygones saillants; ainsi de suite ; et on trouvera 
toujours en général que le théorème a lieu. 

7a. Corollaire /. En rapprochant le théorème I et le pré- 
cédent, on voit, 

1*". Que la somme des trois angles d'un triangle vaut 2 an- 
gles droits ; 

2°. Que la somme de tous les angles intérieurs d'un quadri- 
latère vaut 4 angles droits ; 

3*. Que la somme de tous les angles intérieurs d'un penta- 
gone vaut 6 angles droits ; 

4°. Que la somme de tous les angles intérieurs d'un exagone 
vaut 8 angles droits ; 

5°. Que la somme de tous les angles intérieurs d'un epta- 
gone vaut 10 anglesdroits ; 

Ainsi de suite. 

Toutes ces sommes d'angles suivent la progression arithmé- 
tique -^2. 4- 6. 8. lo. 12. i4^etc., dont le premier terme 
est 3 , et la différence ou raison est aussi 2. ■. 

73. Corollaire II. La somme de tous les angles extérieurs 
BAM, CBN, DCO, etc. d'un polygone qui ne contient 
pas d'angles rentrants ( Fig. 4^ ) ^ ysixxt toujours quatre angles 
droits ; car chaque angle extérieur avec son intérieur vaut 
deux angles droits ; et comme la somme de tous les angles in- 
térieurs vaut autant de fois deux angles droits , moins quatre 
angles droits , que le polygone a de côtés , il est clair que la 
somme des angles extérieurs vaut toujours quatre angles 
droits. 

Quant aux polygones qui ont des angles rentrants , la somme 
des angles extérieurs vaut toujours quatre angles droits, plus 
autant de fois deux angles droits que le polygone a d'angles 
rentrants. En effet, si l'on mené (Fig. 4^) la droite BDH, 
on voit que la somme des angles extérieurs BAiM, DBN>EPH, . 
etc. du polygone ABDEF dont tous les angles sont saillants, 
vaut quatre angles droits. Or, pour avoir.I^ somme des angles 
extérieurs du polygone proposé ABCDEF, qui a un angle 
rentrant, il faut ajouter aux premiers angles les trgis angles 
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DBC^ BCD, GDH ou CDB, lesquels valent deux angles 
droits. Et comme on prouvera la même chose pour tout autre 
angle rentrant^ il s'ensuit que la somme ^ etc. 

74. Théorème III. Si dans un triangle BAC (Fig. 43), 
ks angles B e^ C sont égaux , les côtés AC, AB, opposés à 
ces angles, seront aussi égaux. 

Et réciproquement , de l'égalité des côtés AC, AB, suit 
V égalité des angles qui leur sont opposés. 

Ce théorème est déjà compris dans le n*. a de l'article 53 ; 
mais, comme il nous est nécessaire ici, je vais le développer 
et le démontrer un peu autrement. 

De l'angle A, abaissez la perpendiculaire AO sur le cAté 
opposé B C. Alors : 

1*. les deux triangles rectangles A OB, A OC, auront les 
trois angles égaux , chacun à chacun , puisqu'outre les angles 
droits égauxAOB,AOC, les angles ABC, ACB sont égaux 
par hypothèse. Ainsi ces deux triangles auront le côtéxom- 
nmn AO adjacent à deux angles égaux. Donc ils seront par- 
faitement égaux ( 5o ); et le côté A C = le côté A B. 

2*. Réciproquement , si Ton suppose AC=AB, l'angle 
B sera égal à l'angle C ; car les deux triangles rectangles 
AOB^ AOC, ayant le côté commun A O , et des hypothé- 
nuses égides A C , A B , sont parfaitement égaux ( 52 ) ; donc 
l'angle C = l'angle B. 

75. Corollaire /. Il est évident que si les trois angles 
du triangle BAC étoient égaux , les trois côtés seroient 
aussi égaux : et réciproquement. Car , en comparant les 
angles , ou les côtés , deux à deux , on démontreroit l'éga- 
lité de deux côtés , ou de deux angles ; d'où l'on con- 
duroit de proche en proche Tégalité de tous les côtés , 
ou de tous les angles. 

De là , en revenant aux définitions qu'on a données ( 14 ) 
du triangle équHatéral et du triangle isoscele , on voit 
qu*on peut aussi appeler triangle équUatéral celui qui a 
ks trois angles égaux ; et triangle isoscele celui qui a deux 
angles égaux , lesquels sont opposés à des côtés égaux. 
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y6. Corollaire II. Deux triangles îsoftceles sont éqnian^ 
gles , c'est-à-dire ^ ont tous leurs angles égaux chacun k 
chacun , lorsqu'ils ont seulement deux angles correspon- 
dants égaux , c'est-à-dire , ou l'angle du sommet égal à 
Fangle du sommet , ou Tun des angles de la base égal 
à Tun des angles de la base. Car i*. lorsque l'angle du 
sommet est égal à l'angle du sommet , la somme des dewt 
angles de la base est égale à la somme des deux angles 
de la base ; et , comme dans chaque triangle , les angles 
de la base sont égaux , on voit que les trois angles du 
premier triangle seront égaux chacun à chacun des trois 
angles du second. 2!*. Lorsqu'un angle de la base de l'un 
des triangles est égal à Fangle de la base de l'autre triangle , 
les deux autres angles des bases sont aussi égaux. Done 
les deux triangles ont les trois angles égaux chacun à 
chacun (68). 

Il est inutile de faire observer que deux triangles équi-* 
latéraux sont toujours équiangles , puisque chacun des 
angles de ces deux triangles vaut le tiers de deux angles 
droits. 

77. Théorème IV. Dans uhsc iriangle , le plus grand 
eôié est opposé au pins grand angle : et réciproquement , 
le plus grand angle est opposé au plus grand àâté. 

Soit le triangle BAC (Fig. 44 et 45). Si^ par exemple, 
l'ang le C est plus grand que l'angle B, le côté AB sera plus 
grand que le côté AC : et réciproquement , si le côté 
AB est plus grand que le côté AC, l'angle C sera plus 
grand que l'angle B. 

Pour le démontrer , abaissez de l'angle A sur le côté B G 
( prolongé , s'il est nécessaire ) la perpendiculaire A O ; 
prenez OD = OC, et tirez AD. Alors, 

i*". Les deux triangles rectangles AOC , AOD, seront 
parfaitement égaux ( 49 ) ^ comme ayant un angle égal , 
( savoir l'angle droit ) compris entre côtés égaux chacun à 
chacun ; et par conséquent l'angle ADO est égal à l'angle 
A GO. Ainsi , puisque la somme des troi» angles du triangle 
AOD est égale à la somme deç trois an^es du triangle A O B , 
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M que les deux angles droits AOD , AOB, goat ^gaux , 
il s'en suit que si l'angle ACO ou ADO est > que l'acigle 
ÂBO, l'angle DAO sera < que l'anglB BAO; donc AB 
a'éloigaera plus que AD de la perpendiculaire AO; et 
par conséquent (4''}j AB sera > AD ouAC 

2°. RéciproquMiieni , si on a AB>ACouAD,AB 
t'âoignera plus que AD de la perpendiculaire AO; donc 
l'ange BAO sera > l'angle DAO. D'où il suit que l'angle 
ADO ou ACO sera > l'angle ABC, la somme des trois 
angles du triangle AOD étant égale à la somme des trois 
angles du triangle AOB, et les deux angles droits AOD, 
A09 , étant égaux. 

^8. CoroUaire. Puùque l'inégalité des anglee emporte 
Tiaégalité des côtés , il est clair qu'au lieu de dire (14) 
^a'na triangle est scaleae , lorsqu'il a ses trois eûtes inégaux , 
1^. peut dire aussi qu'un triangle est îcaleiie , quand il a 
an^es inégaux. 

Théorème V. Si deux triangles ont deux angles inf.- 
gaux , compris entre côtés égaux chacun à chacun ; le 
côté opposé au plus grand de ces deux angles sera plus 
grand ^ue le câté opposé au plus petit. Et réciproquement. 

Il est évident que les deux triangles doul il s'agit peu- 
rent toujours être représentés par les deux triangles B AC , 
BAC (Fig. 46) qi' ont le côté commun AB , le côté 
AC^Ie côté AD, et les deux angles inégaux BAC, 
BAD. Or, si l'angle BAD est > l'angle BAC, le côté 
BD sera > le côté BC. Et réciproquement. 

lia efi'et, si vous menez la droite CD, vous aurez un 
triangle isoscele CAD, qui sera placé à côté du tiiangle 
BAC, à cause de l'angle BAD > l'angle BAC. Or, l'angle 
ACD est < l'angle BCD dont d fait partie : et de même , 
l'angle BDC est < l'angle ADC ou ACD. Ainsi l'angle 
BCD est > l'angle BDC. Donc, en regardant B D et B C , 
comme côtés du triangle BCD, onauraBD > BC(76). 

U est inutile d'ajouter que si les deux angles B A D , B A C 
étoient égaux , le* points D et C se confondroient , et que 
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les deux triangles proposés seroient parfaitement égaux (49) y 
de sorte qu'alors on auroit BCi^BD. 

Réciproquement, si BD est > BC, Fangle BAD sera 
^> l'angle BAC; car, si Ton prétei^doit que l'angle BAD 
peut être plus petit que l'angle BAC, ou que ces deux 
angles sont égaux (il n'y a pas d'autre combinaison possi- 
ble , outre la proposée ) , il suivroit du cas précédent 
que BD seroit < ou=BC; ce qui est contraire à l'hy- 
pothèse. 

80. Théorème VI. Si dans un quadrilatère A B C D 
(Fig. 4?)^ ^^^ côtés opposés sont parallèles , les cotés oppo- 
sés seront égaux. Et réciproquement. 

Menez la diagonale BD : les côtés AD, BC, étant pa- 
rallèles , les angles alternes internes ADB, CBD, sont 
égaux (62); et de même , les côtés AB, DC, étant pa- 
rallèles , les angles ABD, BDC, sont égaux. Donc (5o) , 
les deux triangles ABD, CBD, sont parfaitement égaux , 
comme ayant lui côté BD commun ou égal, adjacent à 
deux angles égaux. I)onc AD=:^BC, et AB=DC. 

Réciproquement , si dans un quadrilatère , les côtés 
opposés sont égaux , ces côtés seront parallèles deux à 
deux. Car alors (5i ) les deux triangles ABD, CBD, sont 
parfaitement égaux , comme ayant les trois côtés égaux , 
chacun à chacun. Donc les angles ADB, CBD, sont 
égaux, et par conséquent les deux lignes AD, BC, sont 
parallèles (64); de même, les deux angles ABD, CBD, 
sont égaux, et par conséquent les lignes AB , CD, sont 
parallèles. 

AVERTISSEMENT.- 

. 81. On appelle parallélogramme un quadrilatère quia 
les côtés opposés parallèles. Et comme un t€jl quadrila- 
tère a aussi les côtés opposés égaux , ainsi que nous 
venons de le voir, on peut dire également qu'un paral- 
lélogramme est un quadrilatère dont les côtés opposés sont 
égaux. / 

Il y a plusieurs espèces de parallélogrammes. Si un pa- 
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rallélogramme , tel que celui de la Figure 47, a deux angles 
aigus , et deux angles obtus , il s'appelle parallélogramme 
obUejuangie , ou simplement parallélogramme. Et lorsqu'un 
parallélogramme , ayant deux angles aigus et deux angles 
obtus , a ses quatre c6tés égaux , il s'appelle lozange 
(Fis- 48). 

Un parallélogramme dont les quatre angles sout droits 
' (appelle ua parallélogramme rectangle , ou simplement 
OQ rectangle ( Fig. 49 )• Si les quatre angles étant droits , 
les quatre côtés sont égaux , le rectangle prend le nom 
de fjuarré. (Fig- 5o ). 

Un quadrilatère (Fig. 5i } qui a simplement deux côtés 
AD, BCj parallèles, s'appelle xm. trapèze. 

Iîa rencontre des lignes droites avec des lignes 
oculaires , et de la rencontre mutuelle des lignes 
rculaires. 
héorêmel. xJe toutes les lignes qu'on peut mener 
( Fig. 5a , 53 , 54 ) , dun point A ijui n'est pas le centra 
tCua cercle, à la circonférence : 1°. la plus longue est 
celle AB qui passe par le centre. 2°. Parmi celles AD, 
A E , qui ne passent pas par le centre , la plus longue A D est 
celle qui s'éloigne le moins de celle qui passe parle centre. 
Et réciproquement. 

l*e point A peut être placé , ou sur la circonférence 
(Fig. 5a ) , ou en dedans du cercle (Fig. 53), ou en 
debors ( Fig. 54 )• La démonstration est la même pour les 
trois Figures. 

Menei£ les rayons CD, CE: 1*. vous aurez AB^ 
AC + CB=AC + CD, à cause de CD = CB. Or, AO 
+ CD > AD (5). Donc AB > A D. On prouvera de 
toÂme que AB est > AE. Ainsi la droite AB , qui passt; 

3 
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|wr ]b ceotre , est plus longue que toute autre ligne AD , 
A£, qui n'y passe pas. 

2". On a CF + FD > CD , ou CF + FD > CE. Re' 
tranchant de part et d'autre CF , restera FD > FE? 
fq'oatajQl de part et d'autre FA, on aura FD+FA, <n 
AO > FE + FA. Or, FE + FA> AE. Donc , à phi 
forte raison, AD >AE. De sorte que de» deux droite 
A D I A Ë , qui ne passent pas par le centre , la plus longM 
fiK celle qui s'^oigne le moins de celle qui passe par U 
centre. 

Réciproquement : i°. si la droite AB étant Bupposél 
la plus longue de toutes celles qu'on peut mener d'uï 
point A , qui n'est pas le centre d'un cercle , à la circoiv 
férence , ne passoît pas par le centre, il suivroic, du pre 
tnier cas , que la pins loogne de toutes les lignes qu'o 
peut mener du point A à la circonférence ne seroit pai 
celle qui passe par le centre , puisque ce seroit cette autrt 
ligne qu'on supposeroit n'y pas passer ; ce qui impliqui 
contradiction. j 

fl°. De même ,siADeM; >AE,la droite AD s'appro- 
chera plus que A E de A B qui passe par le centre ; atb 
trement, de deux lignes qui s'éloignent inégalement de AB 
la plus longue ne seroit pas celle qui s'éloigne le mo 
mais ce seroit cette autre ligne qu'on supposeroit s'éloigne 
plus ; ce qui implique encore contradiction. 

83 Corollaire T. D'un point A , qui n'est pas le centrg 
du cercle , on ne peut pas mener à la circonférence plu 
de deux lignes égaies ; car si on en pouvoït seulement mener 
trois , il faudroit que deux tombassent d'un même cAliî 
pai- rapport à celle qui passe par le centre ; or ces deu] 
Kgnes ne pourroient pas être égales sans se confondre) 
Ainsi , en enpposant que les droites AD, Ad, qui tom- 
bent de dîll'érents côtés par rapport à AB , s'éloignent 
c^;ai£ment de Ah, r*8 deux lignes sont égales, mais cha- 
cime sera plus grande que AE, à moins que le point E, 
ne tcm^e sur le point , ijuquel cas A E ne dift'éreroît 
pas de AD. 
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84- Corollaire II. Le point A étant supposé placé sur 
la circonférence (Tig. 5%) , AB est un diamètre da cercle. 
Ce diamètre est plus grand que chacune des cordes AD, 
A-E ; et, des deux cordes qui soustendent chacune un arc 
moindre que la demi-circonférence , la plus longue est 
tt^e qui sonstendle plus grand arc. 

85. Théorème n. De toutes les droites AB , AD, AE, 
tfn'oA peut mener d'un point A ( Fig. 55 , 56 ) , qui n'est 
pas le centre d'un cercle, à la circonférence : i°, la plut 
amrte est ceile BA,o«AB, dont le VRfii.oTtiss.vit.irr passe 
par le centre. a°. parmi les autres AD, AE, celle AD 
qui s'éloigne le moins rfe A B est la plus courtû. Et 
récîpro<juenient. 

Menez les rayoïis CD, CE : i°. vous aurez (Fig. 55) , 
CA + AD >CD, ou GA-l- AD > CB. Retranchante A 
de part et d'autre , restera AD > AB. Et (Fig. 56), 
TOUS aurez AD + DC > AC. Retranchant d'iine part DC, 
rt de l'autre son égale CB , restera AD > AB. Ainsi dans 
l'ane et l'autre Figure , A B est < AD. On démontrera de 
même que AB est < AE. 

2*. On a (Fig. 55), CF-t-FE>CE, ou CF + FE> 
CD. Retranchant de paît et d'autre CF, restera FE> 
PD. Ajoutant <Ie part et d'autre FA, vous aurez FE-1- 
FA, ou AE>FD+FA.Or,FD+FA>AD.Doiic,àplu9 
forte raison , AE > AD. Dans la Figure 56 , on a (44) 
AE + EC > AD + DC. Retranchant d'une part EC, et 
de l'autre son égale CD , restera AE > AD. Ainsi dans 
YxttK et l'anlrâ Figure , AD est plus courte que AE. 

Réciproquement : 1". si AB est moindre que AD, ou 
que AE, le prolongement de AB passera par le centre; 
autrement la plus courte Hgne ne seroit pas celle dont le 
proloiïgenient passe par le centre, mais cette autre ligne 
dont on supposeroit que le prolongement n'y passeroit 
pas ; ce qui contrediroit la première partie du cas précédent. 
' '^, De même, si AD étant supposée < AE, s'éloignoit 
qae AE , de AB, la ligne qui s'éioîgne le- rtioiné n« 
3. 
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seroît pas la plus courte ; ce qui seroit en contradiction 
avec la seconde partie du cas précédent. 

Théorème III. Dans un même cercle , ou dan 
des cercles qui ont des rayons égaux , les arcs AGD 
MKN (Fig. Sy), qui sont égaux, ont des cordes égaUf^ 
AD, MN. ^ 

Et réciproquement , lorsque les cordes AD , MN , sont 
égales , les arcs AGD, MKN, qu'elles sousCendent, 
égaux, 

. La circonférence ayant la même courbure dans toute 

son étendue , i! est clair que les deux arcs égaux AGD 

MKN, peuvent s'appliquer exactement l'un sur l'autre 

et que le point A tombera sur le point M , le point I 

t sur le point N. D'où il suit que les deux cordes AD 

[ M N , se conviendront parfaitement , et sont par consé 

1 quent égales. 

, Les cordes AD, MN, étant supposées égales, si 

îs applique l'une sur l'autre de manière que le point< 

[ A tombe sur le point M , le point D sur le point N ; le*,' 

[ arcs AGD , M KN , dont les courbures sont les mémeSj^ 

conviendront parfaitement , et sont par conséquent 

i égaux. 

On voit en même temps par-là que, si l'arc AGD étoit 
I plus ou moins grand que l'arc MKN, la corde AD se- 
roit plus ou moins grande que la corde MN j et réci- 
proquement. Car si on applique les deux arcs l'un sup 
l'autre , de manière que le point A tombe sur le point M 
le point D tombera en-deçà ou en-delà du point N ; d'où; 
■ résulte l'inégalité réciproque des cordes et des arcs. 

. 87. Théorème IV. Si du centre G d^un cercle (Fig. 58) 

on abaisse la perpendiculaire CO sur la corde AB, elle, 

divisera la corde AB e( tare AFB chacun en deux partieà 

égales. 

- 1°. Puisque la ligne CO est perpendiculaire à AB, et 

gue le centre C , par où elle passe , est également éloi- 
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gné des points A et B , il s'ensuit (40) que cette ligne 
passe par le milieu de AB. 

a°. La droite CO passe parle milieu F de l'arc AFB ; 
car, étant perpendiculaire sur le milieu de AB, chacun 
de ses points (Sy) doit être également éloigné des points 
A et B : or j le point F est également éloigné des points 
A et B , puisque les arcs FMA, FNB , étant supposés 
^aux , les cordes FA , FB , sont égales. Donc le point 
F est placé sur la perpendiculaire CO. 

88. Corollaire I. On voit par-là que le centre du cercle , le 
milieu de la corde , le milieu de l'arc , sont trois points tou- 
jours placés sur une même ligne qui est perpendiculaire à la 
corde : or deux points seulement suffisent pour déterminer 
la position d'une ligne droite. Donc toute ligne qui passera 
par deux des trois points proposés passera nécessairement ■ 
par le troisième , et sera de plus perpendiculaire à la corde. 

89. Corollaire II. Si on mené une seconde corde M N pa- 
rallèle à ABjIes deux arcs MA, NB, compris entre ces 
deux cordes, seront égaux; caria droite CO, étant perpen- 
diculaire à A B , sera aussi perpendiculaire à M N ( Sy ). Donc 
le centre C,Ie point E milieu deMN, le point F milieu de 
l'arc M F N , sont placés sur la perpendiculaire C G : or , puis- 
qu'on a at-c FM A= arc FNB, et flrcFM=arcFN; si l'on 
retranche terme à terme la seconde égalité de la première , 

aorcMA^arcNB. 

[proquemenc , si les deux arcs MA, N B , placés d'un 
côté de A B , sont égaux , la corde M N sera parallèle 
Car, menant CO perpendiculaire à AB, on aura 
iïrcFMA^orcFNB:retranchantterme à terme de cette 
équation l'équation arc MA^orc NB, on aura arc FM =: 
arcFN. Donc(86)CO est aussi perpendiculaire àMN: or la 
ligne CO étant perpendiculaire à chacune des cordes AB , 
MN, réciproquement ces deux cordes lui sont perpendicu- 
laires (35); donc [ Ax. VIII} elles forment avec elle des an- 
gles internes externes d'un même cûté égaux entre eux ; donc 
165) les deux lignes AB, MN, sont parallèles. 
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^* Probléiaê. F aire passer une circonférence de/cerde 
par trois points donnés A, B, D (Fig. Sg). 

Tirez les droites AB , BD ; menez (41 ) ME peq)endicidaî- 
re «»]r le milieu de AB ^ et NF perpendiculaire sur le 
miliea de BD ; du point C^ où ees deux perpendiculaires se 
coupent, décrivez avec le rayon CA une circonférence de 
cercle : je dis qu'elle passera aussi par les points B et D, et 
qu'elle sera par conséquent la circonférence danandée ; eav 
C E étant perpendiculaire sur le milieu de A B , les drokes CA, 
CB, sont égales (4^): de même, CF étant perpendiculaire 
sur le milieu de B D , les droites C B , C D , sont égales. Donc 
les trois lignes C A, CB , CD , sont égales ; donc ellestsont les 
rayons d'une même circonférence qui passe par les trois 
points proposés. 

91. Corollaire. Pui&cm» le point C d'intersection des per-^ 
pendiculaires ME, NF, est unique , il s'ensuit que par les 
trois points A , B , D , on ne peut faire passer qu'une circon- 
férence de cercle , et que par conséquent deux circonférences 
de cercle ne peuvent pas passer par Les trois mêmes points 
sans se confondre. 

gau Théorème V. Si uœ Aw^teMN ( Fig. 60) rencontre la 
circonférence d^un cercle en deusc points AetB, elle coupera 
le cercle, dest-^r-dire quelle entrera dans le cercle , et qu^ elle 
en sortira. 

Menez, du centre C , les rayons CA, CB^ et la perpendi- 
culaire CE sur A B. Les deux obliques CA, CB, sont égales^ 
comme rayons d'un même cercle , et chacune d'elles est plus 
grande que la perpendiculaire CE (4^)« Toutes les lignes 
qu'on pourra mener du point C aux parties A E , B E , seront 
semblablement plus longues que CE, et plus courtes que C A 
ouCB. Donc, i*". la partie AB de la ligne proposée est située 
toute entière en-dedans du cercle ; o^. si du point C on mené 
en^delà de A la droite quelconque CM, et en-delà de B la 
droite quelconque CN; chacune de ces* lignes, s'éloigna»! 
phisque C A ou GBde la- p^rpendiculMre CE, sera plusl^ei- 
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gueqHeCAoti CB. Donc les parties- A M , BN, de la ligne 
ea <|ueâtioD sont situées hon du cercle. Doqc enfin la iisite 
MN entre dans le cercle et en sort; donc elle coupe (« 
cercle. 

g3. CoroUmFe. Imaginons ^tie la droite MN se m«uve p»- 
t^ièlementà elle-mèiDefuMiu'à.cequeles deiii pointa A etB 
viennent se confondre l'un et l'autre avec le point £ 
(Fîg. 61): alors M N touche simplement le cercle en E, et CE 
devient un rayon, Uquet est perpendiculaire à la tangente 
MN. 

De là otn voit que, pour mener à une circooiércnce une 
t&ngente qui paase par un point donné sur cette circonfé- 
rence, il faut mener un rayon à ce point, et élever (4a) par 
ce même point une perpendiculaire su rai^oa, 

g4- Théorème VI. Deux circonférences de cercle, tfui .ie 
rencontrent en deux points A e* B , se coupent ( Fig. fia ). 

Joignez les centres O et C par la droite OC , que vous pro- 
longerez jusqu'à ce qu'elle rencontre la circonférence du 
cercle X au point H; menez du centre Oies rayons OA,Ofl, 
du cercle Y ; tirez du même point à l'arc A V B du cercle X , 
cfHnprk entre les points A et B, des droites telles que 0£, 
et à l'are estérieur AHB, des droites tdles que OF ; cela 
posé: 

1*. Parmi toutesleslignesOV, OE, O B , menées du point 
O, qui n'est pas le centre du cercle X, à l'arc A VB qui ap- 
partient à ce cercle , la droite OV est la plus courte ( 85 ) ; et 
toutes les lignes OE sont plus courtes que les rayons O A, 
OB , du cercle Y. Donc tous les points E de l'arc A V B sont 
situés au-dedans du cercle Y; ainsi le cercle X entre dans le 
cercle Y. 

a°. Parmi toutes les lignes OH, OF menées du point O , 
qoLn'est pas le centre du cercle X, à l'arc AHB de ce cercle, 
là droite O H est la plus longue ( 82 ) , et chacune des lignes 
OF est pUis longue que le rayon OA ou OB du cercle Y. 
Donc tous les points F de l'arc ÂHB sont situés hors du cer- 
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cle Y ; donc l'arc AHB est placé hors du cercle Y. Donc enGn 

le cercle X entre dans le cercle Y et en sort ; donc ces deux ■ 

fr cercles se coupent. ' 

P gS. Corollaire I. Imaginons que le cercle X demeurant 
immobile , le cercle Y s'en éloigne suivant la direction H K : 
il est clair que les points A et B se rapprocheront continuelle» 
ment l'un de l'autre, et qu'enfin ils viendront se confondre' 
et l'autre avec le poiatV{Fig. 63) ; alors les deux cercles 

et Y se touchent. Par où l'on voit que les centres de deux 

Tcles et leur point d'attouchement sont toujours placés 
sur une même ligne droite , et que toute ligne qui passera, 
par deux de ces points passera nécessairement par le troi- 
sième. 

Ainsi , lorsqu'on voudra décrire deux cercles X et Y, qui se 
touchent , on n'aura qu'à mettre leurs rayons C V, V O , bout 
àbout, sur une même ligne KHj et qu'à décrire ensuite ces 
cercles des points C et O comme centres. 

Si on Touloit que les deux cercles se touchassent en-de- 
danSj il faudroit porter le plus petit rayon V O sur le plu» 
j^andVC. 

B g6. Corallaira II. Si par le point V on élevé perpendîcu- . 

rlairement à HK la droite VZ, cette ligne touchera chacuiV 
des deux cercles XetY (g3), puisqu'elle sera perpendicu- 
laire à l'extrémité de chaciui des rayons C Y, O V. 



CHAPITRE VII. 



I Xlsage de la circonférence du, cercle , pour mesurer 
eC comparer les angles : problèmes divers. 

■ 97. 1 L est facile d'imaginer plusieurs manières de construire 
■un angle et de rapporter toutes les grandeurs de cette nature ' 
à une même unité, ou à un même terme de comparaison. ' 
Mais la circonférence du cercle fournit à cet égard les moyens 
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les plus simples et les plus commodes : moyens qui ont été 
employés par tous les géomètres anciens ou modernes j et 
auxquels H seroît plus qu'inutile d'en vouloir substituer 
d'autres. 

98. Parune convention qui remonte àla plus haute antiqui- 
té', tous les mathématiciens ont partagé jusqu'ici la circonféren- 
ce du cercle en 36o parties ou degrés , le degré en 60 minutes , 
la minute en 60 secondes ; etc. Aujourd'hui, depuis que nous 
commençons à employer les nouvelles mesures dont il a été 
çAilé àsaaV ariihinécique , l'usage s'établit en France de par- 
tager la circonférence du cercle en 400 degrés, le degré en 
dis parties égales, chacune de ces parties en dix parties éga- 
les , etc. Mais comme cette nouvelle division n'est pas encore 
adoptée universellement, et que peut-être même les étran- 
gers ne s'y soumettront pas , aussitôt qu'on le desireroit ; je 
prendrai mes déterminations conformément à la plus générale, 
c'est-à-dire , à l'ancienne , qu'on rappellera , au surplus , à la 
nouvelle , par les principes qui ont été expliqués dans Xarich-, 
mécique. 

gg. Je supposerai donc que la circonférence du cercle soit 
divisée en 36o degrés ; le degré en 60 minutes ; la minute en 
60 secondes ; la seconde en 60 tierces ; etc. Le^egrés, mi- 
nutes, secondes, tierces, *tc., s'expriment respectivement 
par les caractères " , ' , " , ' " , qu'on écrit en forme d'expo- 
sants à la droite des chiffres qui en expriment les nombres : 
ainsi, par exemple, on désigne aS degrés, 46 minutes, Sy 
secondes, etc., par aS", 46', Sy", etc. 

Le rayon du cercle dont la circonférence sert à mesurer 
les angles est une quantité arbitraire ; d&sorte qu'à cet 
égard deux circonférences qui ont des rayons différents sont 
toujoiu"» censées divisées en un même nombre de parties 
correspondantes, lesquelles seulement sgnt plus grandes 
dans la grande circonférence que dans l'autre. Ainsi, si du 
même centre C (Fig. 64), avec des rayons différents CA, 
Ca, on décrit deux cercles concentriques ; aux degrés AD, 
DE, EF , etc. de la première circonférence , répondront 
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loo. Pour mesurer les angles , au moyen de la circonfé» 
Erence d'un cercle , il faut considérer que le sommet d'un 
L'angle peut occuper (juatre positios& différentes relativement 
R'4 ce cercle: il peut être placé au centre, ou à la ctreonf^ 
l.a^ince , ou en-dedasâ du cercle , ou en-deliofs ; ce qiù donoo 
"ieu à quatre mesuits différentes. La pcemiere sert à régler 
s trois autses. 

lOi. Théorème I. Un angle ACB (Fig. 65) qui a son 
sommet au centre C du cercle a pour mejure l'arc AB eom- 
prit entre ses cotés. 

Imaginons qu'au premier instant le côté C B étoit couchét 
sur le côté A C , et que le côté A G demeurant immobile , oa 
a fait tourner CB autour du point G po«F former l'anglo 
ACB ; il est clair que le point B a décrit l'arc AB, qui ex- 
prime par le nombre de ses degrés , ratoutes, seconde», etc. 
la quantité dont le côté C B s'est éloigné de sa position prt-> 
niitive. Ainsi cet arc représente le changement de position 
\-tpù est arrivé aux lignes CA , CB , en vertu du mouvement 
de C B , ou l'angle ACB qu'elles forment aetruellement entra 
elles ; et tout les angles posaibleâ peuvent être mesurés , 
comparés entre eux , par le moymi de pareils chaugementa 
de position. 

On remarquera que l'angle ACB peut être mesuré égala- 
ment par l'arc mn décrit du rayon C m ou C ra. Le rayon da 
cercle destiné à la mesure des angles est arbitraire. Mai» 
pour comparer ensemble des angles par les graiiideurs abso 
lues des arcs qui en sont les mesures , il faut que ces atca ap» 
partiennent à un même cercle j ou à de« cercle* qui ont de» 
rayons égaux. 
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Corollaire. L'angle droit ACB {Fig. 66) a pour me« 
sure le quart de la circonférence, ou un ace d« 90 degrés 9 
car tes quatre angles droits ACB, BCE,EGfC, KG A, for-* 
mé» autour du centre C du cercle , comprennent entre leuti 
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^cAtés Ja circonférence entière du cercle ; et par coméqiieut 
chacun d'eux a pour mesure un aie de 90 degrés. 
. L'angle aigu DCE apoiiriBeiure or are ED moindre que 
90 degrés ; et au contraire l'angle obtuï A C D a pour injure 
im arc A II D plus grand que 90 degrés ; car l'angle aigu est 
nuùndre que l'angle droit , et i' angle obus est plus grand que 
i'fUi^ droit. 

ïo3. Théorème U. ?/n ora^-^eBAD (Fig. 67, 68, 69)9Wi 
a son sommet à la circonférence y ettjui est formé par deux 
cordes, a pour mesure la moitié de L'air, compris entre ses 
pâtés. 

Puisqu'un angle qui a son sommet au centre du cercle a 
pour mesure l'arc compris entre ses côtés (101), le tiiéorème 
présent sera démontré, siTon fait voir que l'angle, dont il s'agit 
fioaintenant , ne comprend entre ses côtés que la moitié de 
l'arc qu'il corn p rend roit , s'il avoit son sommet an centre. 
Or, pour y parvenir facilement, je distîngtte trois cas. Ou 
l'un AD des côtés de l'angle proposé passe par le centre 
( Kg. 67)1 ou le centre est placé au^dedans de l'angle ( Fig. 68 ) ; 
Oa en£n le centre est placé hors de l'angle (Fig, 69). La dé- 
monstration du premier cas eniport«'a ceHe des deux autres. 

I. Cas. (Fig. 67). Menez par le centre C le diamètre MN 
parallèle à la corde AB : l'arc A M sera égal (89) à l'arc 
BN, et l'angle BAD sera égal (63) à l'angle NCD. Or, 
l'angle NCD, qui a son sommet au rentre , a pour mesure 
l'arcNDcompris entre ses côtés; donc l'angle BAD a même 
mesure. Mais, d'im autre côté, les deux arcs ND, A M, sont 
^aux , puisqu'ils mesurent les angles N Cl D , A C M , lesquels , 
étant opposés par le sommet au centre C, sont par consé- 
quent égaux (34). DoncorcND^areAM^nrt BN. Ainsi 
ta mesure de l'angle BAD est la moitié de l'arc compris 
entre ses côtés, 

II. Cas. (Fig. 68). Menez par le sommet A de l'angle et 
parle centre C dn cercle le diamètre AO; l'angle proposé 
sera partagé en deits angles BAO, OAD, qui, par le I . 
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la , auront chacun pour mesure la moitié de l'arc compris 
L «ntre ses côtés. Donc l'angle BAD aura pour mesure la.' 
e des deus moitiés des arcs B O , O D , ou , ce qui re- 
ient au même , la moitié de l'arc total B O D. 

III. Cas. (Fig. 69). Qu'on mené encore par le sommet 
A et par le centre le diamètre AO: l'angle B AO aura pour 
mesure la moitié de l'arc BDO, ou la moitié de l'arc BD, 
plus la moitié de l'arc DO; et l'angle D A O aura pour me- 
sure la moitié de l'arc DO. Donc l'angle BAD, différence 
«les deux angles BAO, DAO, aura pour mesure la moitié 
de l'arc BD, laquelle est la différence des mesures de ces 
deux angles. 

io4- Corollaire I. Un angle BAD( Fig. 70) est droit, 
lorsqu' ayant son sommet A à la circonférence, il s'appuie 
sur un diamètre B D , puisqu'il a pour mesur la moitié de la 
demi-circonférence , ou le quart de la circonférence , c'est- 
à-dire , la mesure de l'angle droit (los), 

Un angle BAD (Fig. 71) est aigu, lorsqu' ayant -s on som- 
met à la circonférence, il s'appuie sur une corde BD qui 
laisse le centre au-dedansde l'espace BAD, puisqu'il a pour 
mesure la moitié de l'arc B N D moindre que la demi-circon- 
férence ; et au contraire l'angle BAD(Fig, 72} qui laisse le 
centre C en-dehors de l'espace BAD est obtus , puisqu'alors 
l'arc BND est plus grand que la demi-circonférence. 

io5. Corollaire II. Comme deux angles de suite valent 
toujours ensemble deux angles droits : si leur sommet com- 
mun est placé à la circonférence d'un cercle , leur somme 
laura pour mesure la moitié de la circonférence. 

Delà, 1°. si un angle BAF { Fig. 73 ) est formé par une 
corde AB et par une droite A F extérieure au cercle, il aura 
pour mesure la moitié de l'arc AEB soutendu par la corde 
AB, plus la moitié de l'arc A GD soutendu par la corde AD 
prolongement de F A ; car la somme des deux angles de suite 
BAD, BAF, a pour mesure la moitié de la circonférence. Or 
l'angleBAD, qui est formé parles deux cordes AB, AD,i! 
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a. pour mesure la moitié de l'arc BOD compris entre ses 
cittéi. Donc l'angle B AF a pour mesure la moitié de la par- 
tie restante BEAGDjOula moitié de l'arc BEA, plus la 
moitié de l'arc AGD. 

a°. Si l'on fait tourner la droite F AD autour du point A, 
jusqu'à ce qu'arrivée à la position F'AD', elle ne fasse 
que toucher le cercle en A , les points D et G se rappro- 
tâteront continuellement du point A, et finiront par se con* 
" avec lui j de sorte que l'arc AGD deviendra nul: 
cet état, l'angle F' AB formé par la corde AB et 

^^, ïa tangente A F' aura simplement pour mesure la 

moitié de l'arc A£B soutendu par la corde ; et Fangle 
BAD' aura pour mesure la moitié de la partie restante 
BOA de la circonférence. Ainsi, en général, un angle for- 
mé par une corde et par une tangente au cercle a pour 
mesure la moitié de l'arc soutendu par la corde. 

Lamême chose peut se voir , en menant au point A le rayon 
CA, lequelsera perpendiculaire àla tangente F AF' (g3); 
d'où il résulte que l'angle droit OAF' ayant pour mesure 
ta moitié de la demi-circonférence AEBO, et l'angle BAO 
ayant poiu- mesure la moitié de l'arc BO, l'angle BAF' a 
pour mesure la moitié de la partie restante AEB; de 
même, l'angle droit OAD' ayant pour mesure la moitié 
de la demi-circonférence A D G , et l'angle BAO ayant pour 
mesure la moitié del'arcBO, l'angle BAD' a pour mesure 
la moitié de la somme des deux arcs ADO, OB, ou la 
moitié de l'arc ADOB. 

106. Théorème m. Un angle BAD (Fig. 74), tjui a 
son sommet en un point tjuelconque A au^dedans du. cercle , 
a pour mesure la moitié de l'arc BOD, com.prLs entre ses 
côtés , plus la moitié de tare b o d , compris entre les pro- 
longements Ai, h.d, de ses eûtes. 

Menez par le point h la corde bf parallèle k dT> : 
l'angle BAD sera égal à l'angle Bi/(63) ; et par con- 
séquent ces deux angles auront la même mesiu'e. Or(io3), 
l'angle B bf a pour mesure la moitié de lare fD O B , 
ou^ ce qui revient an même, la moitié de l'arc DOB, 
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l»..s la moitié (le l'arc /D , ou de l'arc bod , qui est égaf- 
_À l'arcyD (89). Donc l'angie proposé BAD a pourme- 
Bsure la moitié de l'arc D O B , nlus la moitié de l'arc bod. 

07. Théorème IV. Un angle BAD (Fîg. yS) , quia 
ion sommée A hors du cercle , a pour mesure la moitié 
de l'arc concave BO D compris entre ses côtés , moins là 
moitié de l'arc convexe H K compris aussi entre ses côtés. 

Menea>par le point K, la corde KQ parallèle à AB: 
les deux angles BAD, QKD, seront égaux, et parjcon- 
séquent auront la même mesure. Or, l'angle QKD a pour 
mesure {io3) la moitié de l'arc QD, ou, ce qui revient 
au même, la moitié de l'arc BOD, moins la moitié de 
l'arc BQ, ou la moitié de l'aro HK, qui est égal à l'arC 
BQ (Sg). Donc l'angle BAD a aussi pour mesure la moitié 
de l'arc BOD, moins la moitié de Tard HK. j 

Faisons quelques applications de la théorie précédente. 

io8. Problénw ï. Construire unangle quisoîtégal àuti 
■iihgle donné ACB (Fig. 76), ou qui en soit multiple uh 
certain- nombre de fois. 

Du point C , comme centre , avec itn rayon arbitraire 
CA, décrive»; l'arc A wïB entre les côtés de l'angle proposé; 
tirez la corde A B de cet arc ; du point O ( Fig. 77 ) , pria 
sur la ligne indéfinie CM , comme centre , et avec utt 
rayon OMégal à CA , décrives l'arc indéfini M NPQ; dii 
point M , comme centre , avec un rayon M N égal à la cordé 
AB, décrivez un arc de cercle qui coupe l'arc MNPQ au 
point N ; tirez ON ; et l'angle MON sera égal à l'angle 
donné ACB ; car les arcs AmB , Ma:N , qui sont les 
mesures de ces deux angles , et qui sont décrits avec lé 
même rayon , sont éganx ( 8G ) , ayant les corde» égales 
AB, MN. 

H n'est pas plus difficile de faire un angle multiple de 
l'angle ACR : car, par exemple, veut-'on faire un ani 
gleMOQ qui soit triple de l'angle A CB? on portera succea- 
sivement, comme tout-à-l'heure , la corde AB de M en N, 
de N en P , de F en Q , et on tirera OQ ; ce qui doiifierà 
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l'angle MOQ triple de ACB , paîsqiie chacun des angles MON , 
NOP , POQ , est égal à l'angle ACB. 

log- Problème II. Partager un angie donné ACB I^Fig. 78) 
«a deux parties égales. 

Ayant décrit du point C , comme centre , avec un rayon 
arbitraire CA, l'arc A m B entre 4es câtéii de l'angle proposé, 
décrives Je même des points A et B, comme centres , 
rayon arbitraire , deux arcs de cercle quj se coupent au 
point X. Menez par le centre C , et par le point X , la drc 
ex : elle partagera l'angle ACB en deux parties égales j car 
les points CetX, étant chacun également éloignés des points 
A et B , sont placés (40) sur une perpendiculaire à la corde 
AB , laquelle passe par le milieu de l'arc AtoB (87). D'où 
il suit que les deux angles ACm , /nCB, qui ont pour me- 
iures les arcs égaux Am, m B j sont égaiix , et sont par con- 
tèrent chacun la moitié de l'angle ACB. 

110. Corollaire. En opérant de la même manière, on 
peut partager chacuB des angles ACw», mCB, en deux par- 
ties égales ; de même chacun des angles résultants peut 
être partagé en deux parties égales ; chacun de ceux-ci en 
deux parties égales ; a'msi de suite : d'où l'on voit que 
l'âj^le primitif ACB peut être partagé successivemejtt en 
UB nombre de parties égales , exprime par les termes de 
cette progression géométrique "77 2:4:8:16: 3a :64; etc. 
Il B'««t pas possible de partager en général un angle en 
Croîs parties égales , en employant seulement , comme dans 
le» 4>péraâQDS précédentes , le secours de la règle et du 
compas. Ce problème , connu sons le nom de trisection de 
Vangle , a été célèbre parmi les anciens géomètres , dont 
plosieurs en ont cherché vainement ta solution par le moyen 
qu'on vient d'indiquer. Nous donnerons , dans l'applica- 
tion de l'aJgebre à la géométrie , la manière de le résoudra 
El' intersection de certaines courbes. 
l ïnême difficulté a lieu pour partager en général un 
S en 5 parties égales^ en 7 parties égales, etc. 
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(iiOMÉTIlIE, 

Problème 111. Par un point donné B (Fig. 79), 
mener une parallek à la droite CH. 

Nous avons déjà «Joimé (60) une solution de'cepro-' 
blême ; maïs la suivante est plus simple et plus commode. 

Ayant mené d'un point O, pria arbitrairement sur GH 
au point B, la droite OB, décrivez de ce point O, comme 
centre , avec le rayon O B ^ l'arc B m A qui rencontre G H en 
A ; tirez la corde B A : du point B , comme centre , avec 
le rayon BO, décrivez l'arc indéfini On^; portez la corde 
ABde OenC. Par les points B et C menez la droite IBCK: 
elle sera parallèle à GH (64) ; car les angles alternes 
Internes AOB , OBC sont égaux , ayant pour mesures les 

'cs égaux AmBjOnC. 

Problème IV. d'un point donné A (Fig. 80) 
? tangente à la circonférence MNKn. 

Joignez le point A et le centre C par la droite AC; di- 
visez (41 ) la ligne AC en deux parties égales ; du milieu 
O, avec le rayon O A ou OC, décrivez une circonférence 
de cercle ; du point A au point N , où cette circonférence 
coupe la première , tirez la droite AN : cette ligne est la 
tangente demandée ; car, en menant la droite CN, l'an- 
gle A N C est droit { 1 04 ) , puisqu'il a son sommet à la cir- 
conférence A N C « , et qu'il s'appuie sur le diamètre A C. 
Donc AN est perpendiculaire à l'extrémité du rayon CN 
du cercle MNKm, et par conséquent (g3) AN touche 
la circonférence de ce cercle au point N. 

On voit que dans la partie inférieure de la Figure il y a 
un point n analogue au point N , et qu'ainsi on peut mener 
du point A deux tangentes AN, Ara, à la circonférence 
proposée. 

ii3. Problême V. Etant donné un point D (Fig. 81 ) 
sur une droite donnée AB : trouver hors de cette ligne un 
point H tel que menant les droites HA , HB , HD , le$- 
deux anglas AHD, BHD soient égaux. 

Tirez la droite indéfinie CF qui soit perpendiculaire sur 
milieu C de AB {^i)\ de ce même point C, avec le 
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layon CAouCB,décrivezla circonférence dft cercle AFBH 
qui coupe en Fia droite CF; par le point F et le poiutD^ 
menez la droite FDH : le point H où cette ligne ren- 
contre la circonférence est celui qu'on demande, puisque 
W deux angles AHD, BHD, sont égaux, comme ayant 
pour mesures les moitiés des arcs égaux AF, BF. 

114. Problême VI. Etant données trois des six lAoses 
{trois angles et trois côtés) qui constituent un. triangle: 
construire le triangle. 

II n'est ici question que de constructions graphiques , 
qui s'opèrent par le moyen de la règle et du compas : 
par des angles donnés , nous entendrons des angles tels 
que décrivant de leurs sommets pour centres , avec un 
rayon pris à volonté , des arcs de cercle entre leurs côtés , 
les cordes de ces arcs sont censées données. On traitera 
dans la suite la question par le calcul trigonom étriqué. 

1*. Soient donnés un angle du triangle , et les deux côtés 
qm doivent comprendre cet angle. Ayant mené la droite 
indéfinie AV {Fig. 82, n". 1 J, je prends sur cette ligne 
la partie A B égale à l'un des côtés donnés du triangle ; 
je fais (108) l'angle VAZ égalàfangle donné ; je prends 
sur la droite iodéfînie AZ, la partie AC égale au second 
côté donné du triangle ; enfin je tire B C ; ce qui me domie 
le triangle ABC qu'on demandoit. 

2°. Soient donnés le côté AB et les deux angles ad- 
^UfOtS à ce côté : on formera , en A et B , deux an- 
^^^BuLBG, CAB , qui aient le côté commun AB , et qui 
^^^^pt égaux chacun à chacun des deux angles donnés du 
^RGËgle; ce qui donnera la position des deux droites AC, 
BC, qui se couperont en C , et qui détermineront le triangle 
demandé ABC. 

5*. Le cas où l'on donneroit un côté , et deux angles 
{ qui ne pourroient être ( 67 ) tous deux droits , ou tous 
deux obtus), revient au précédent, puisque connoissant 
deux angles, on connoit le troisième (66) , et que par 
conséquent on cooaoitTOtt lU côté et les deux angle» 
ïdjaceots. 

4 
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4°. Si les trois côté» du triangle sont donn^, c'est-i- 
dire , s'il est question d'assembler trois lignes droites donnée» 
do grandeur , de manière qu'elles forment un triangle , il 
faudra d'abord (5) pour que le problème soit possible,' 
que chacune de ces trois lignes soit moindre que la somme ,* 
et plus grande que la différence des deux antres. Cetta. 
condition présupposée , je prends une droite AB égale à 
Tune des trois lignes données ; des points A et B pour 
centres , avec des rayons 4gaus respertiTement aux dei 
autres ligues données , Je décris deux arcs de cercle , quï 
«e coupent en C , et qui déterminent le triangle de- 
mandé ABC. 

5°. Soient donnés deux côtés, et l'angle opposé à l'u 
de ces côtés. En prenant A B ( Fig. 8a , n*. a ) pour le côI 
donné, construisez d'abord l'angle BAC égal à l'angU 
donné ; ensuite du point B, pour centre, avec un rayon 
égal à l'autre côté domié , décrivez un arc de cercle COC , 
qui coupe la droite indéfinie ACC, au3 points C, C ; 
eniîn , menez le* droite» B C , B C ; i ous aurez deux trian- 
gles ABC, ABC, qui satisfont au problème, comme il 
est évident. De sorte qu'ici le problème a deux solutions. 

6°. Si l'on donnoic seidement deux angles , ce qui em- 
porteroit (66) la connoissance du troisième, le probli 
admettroit une infinité de solutions; car, en se donnant 
à volonté l'un des côtés , et constniisant à ses extrémités 
comme dans le second ras , dens angles égaux chac 
chacun de deux angles donné» du triangle , on formeroit ' 
une infinité de triangles qui satisferoient au problème. 

On ne doit pas oublier que la somme des deux angles 
donnés doit toujours être moindre que deux angles droits. 

11 5. Corollaire. De là on voit qu'on peut construire 
un triangle équilatéral sur rnie ligne donnée ; un triangle 
itoscele dont on conctoh l'ua des côtés, et l'un des angles. 

iiG. Hrmarque. On résout semblablement le problème, 
où étant données les mêmes conditions que ci-de3sna(ii4), 
pour uu triangle ABC (Fig. 3o) , il s'agiroit de cotBtruii'cr 
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an autre triangle DEF (Fig. 3i ) qui lui fût parfaitement 
égal. 

117. Problème VII. Sur une base donnée BC {T\^. 63) , 
construire , sans compax , m cordeau , un arc de curote 
iiin nombre donné de degrés. 

Formez avec deux règles de bois on de métal A B , A C, 
assemblées solidement eu A j \xn angle BAC, qui ait pour 
T»leur l'excès de 180 degrés sur la moitié de la valeur 
donnée de l'hrc demandé ; plantez aux extrémités B , C > 
de la base domiée , deux piquets aatoiir desquels vous 
ferez tourner l'angle BAC, de mauiere que les côtés AB, 
AC toiicheut contimiellement ces piquets : le sommet Adé- 
crira l'arc demandé. En effet, si le sommet A étant dans 
nne position quelconque, vous fu.ites passer, par les trois 
points A, B, G , mie circonférence de cercle BPAQCO, 
le point A , pendant le mouvement de l'angie , ne quittera 
point l'arc BPAQC, puisque tous les angles BAC, BPC, 
BQC> demeurant égaux (à cause de la position fixe des 
réglée qui forment les cAtés de Tan^e tournant}^ ils ont 
tous pour mesure la moitié du même arc BOC, et que 
par conséquent leurs sommets sont placés sur l'arc opposé 
«t snj^lémentaire BPAQC. De plus , ce dernier arc a 
]a valeur requise, puisque dans les triangles ABC, PBC, 
QBC, la somme des deux angles ABCet ACB, ou PBC 
etPCB, ou QBC et QCB, a pour mesure la moitié de 
: , et que cette moitié , jointe à la valeur de Tan- 
.G, on BPC, ou BQC, forme 180 degrés, coiarae 
être. 
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SECONDE PARTIE. 



DES SURFACES. 

118. i-j'oBJET général de cette seconde partie est d'ap- 
prendre à mesurer les surfaces des polygones , et à comparer 
ensemble deux polygones semblables , tant à l'égard de 
leurs contours ou lignes homologues , que par rapport à 
leurs surfaces. A ces théories appartiennent diverses pro- 
priétés des figures , qu'on exposera successivement. 



CHAPITRE PREMIER. 

Mesure de la, surface d'un polygone guelconçue. 

11g. JVlEStJREB la surface d'un polygone, c'est chercher 
combien de fois elle contient une autre surface regardée 
comme l'unité. 

lao. La surface dont nous avons naturellement l'idée 
la plus claire , et qu'il convient en conséquence de pren- 
dre pour unité , est le quarré ; car il est composé de quatre 
côtés égaux, et de quatre angles droits : or , en premier 
lieu, le rapport de ses côtés est le plus simple de tous; 
et en second lieu , l'angle droit est celui que nous nous 
représentons le plus aisément , par l'habitude ou nous sommes 
de voir les objets debout , ou de voir tomber les corps 
suivant la ligne d'à-plomb, etc. Il est vrai que le triangle 
a moins de côtés et moins d'angles que le quarré. Mais 
si les trois côtés d'un triangle peuvent être égaux , il ne 
peut pas {67) avoir plus d'un angle droit ; et un angle 
oblique n« se peint jamais d'une mamere bien distincte 
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L l'imagination. Le quarré est <Ionc préférable au triangit 
et à toute autre Figure pour servir d'unité dans la mesure 
des surfaces. Aussi les géomètres , d'un commun accord , 
ont-ib adopté le quarré pour unité dans la mesure des 
surfaces ; et de là ils ont formé l'expression quadrature 
d^une surface ou (£ une figure , par laquelle ils entendent 
la détermination ou l'évaluation de cette Figure en quarrés. 
Avant que de venir à la quadrature des polygones recti- 
ligneSj commençons par donner quelques délinitions. 

121. On appelle hauteur d'un parallélogramme ADCD 
(Flg. 84) , ou d'un triangle ABC , la perpendiculaire AO, 
abaissée d'un angle A sur le cdté opposé B C , prolongé 
s'il est nécessaire. Le côté sur lequel tombe la perpendi- 
culaire , s'appelle base du parallélogramme , ou du triangle. 
Dans le rectangle , la hauteur se confond avec le côté A B , 
parcequ'alors AB est perpendiculaire sur BC. 

On voit que deux parallélogrammes ABCD^MNPQ, 
^ ont des hauteurs égales AO, MB, ou deux triangles 
ABC, MNP, qui ontpareillement des hauteurs égales A O, 
MR , peuvent toujours être supposés compris entre les 
mêmes parallèles, puisque deux ligues parallèles sont par- 
tout également distantes l'une de l'autre (58). 

laa. Théorème L Tout parallélogramme ABCD , est 
égal en surface à un rectangle EBCF, de même base et 
de même hauteur. 

Dans le parallélogramme ABCD, on a (80) AB=: 
DC, AD^zBC; et de même dans le rectangle EBCF, 
on a EB^FC, EF=:BC. Donc AD = EF. Oiant la 
partie AF, commune à ces deux lignes, restera EA = 
FD. Donc les deux triangles FCD, EBA, ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun , et sont par conséquent par- 
faitement égaux (5i). Ajoutant à chacun d'eux le trapèze 
ABCF , on aura le parallélogramme ABCD égal au rec- 
tangle EBCF. 

Ja5. Corollaire I. Donc si les deux parallélogrammes 
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ABCD, MNPQj qui ont des hauteura égales, ont da 
plus Itiurs bases B C , NP, égales; ils auront des surface! 

j égales , quelques différents que puissent être leurs angles. 

Car chacun d'eux est égal k un rectangle de même bats 

I et de mêcne hauteur. 

^^H 124' Corollaire IT. Tout triangle ABC peut être coim 

^^^ udéré comme la moitié du parallélogramme ABCD, qui 

I a même base et même hauteur que lui. Donc , puisque 

ce paratléiogramme est égal au rectangle EBCF, de même 

I base et de même hauteur , il s'ensuit que tout triangle est 

^^^K ]a moitié d'un rectangle de même base et de même hauteur 
^^^■«ue lui. 



\ 



a5. Corollaire III. Donc si les deux triangles ABC,. 
'■^NP, qui ont des hauteurs égales , ont de plus leuii 
'l)ases BC , NP , égales , ib auront des surfaces égales , 
quelque différents que puissent être leurs angles. Car, par 
l'article jirécédeni , chacun d'eux est la moitié d'un rep* 
tangle de même base et de même hauteur. 

On voit par ce^ propositions , que lorsqu'on saura troi^ 
Ter la surface d'un rectangle , on saura trouver aussi celle 
d'un parallélogramme quelconque , et celle d'un trian^ 
quelconque. 

126. Théorème H, io surface d'un rectangle EBCF 
(Fig. 85), est égale au pioduû de sa base et de sa hatif 
teur ; ce tfid s'exprime ainsi, EBCF=rBC X BE. 

Le sens de cet énoncé est que si l'on prend une cep* 
tfline mesure , le pied , par exemple , pour unité de ligne 
et que cette mesure soit contenue , si l'on veut , i5 fo» 
dans la base BC du rectangle, et 12 fois dan» sa hau* 
teur BE; la surface de ce rectangle contiendra iS X 
ou 180 pieds quarrés, c'est-à-dire, iSo quarres qui oot 
chacun un pied du côté. 

Soient, sur la base BC, les parties B/", fg, gh , etc. laê 
wnités de ligne, et sur la hauteur BE, les parties Bm 
q, etc., également les usités de ligne. Cela posé 
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1*. par tous les points/^, g, h, etc. de la base, menez 
des parallèles à ta hauteur BE : le rectangle EBCF se 
trouvera partagé en rectangles qui ont tous même hauteur 
que lui , et pour bases les unités de ligne ; et le nombre 
Je ces rectangles partiels ou élémentaires est celui des di- 
visions de la base BC. 3°. Par tous les points m , n,q , etc. 
de la hauteur, meuex des parallèles à la base HC; cha([Ue 
rectangle partiel sera partagé en autant de quarrés qui 
ont l'unité de ligne pour côtés, qu'il y a de divisions dans 
la. hauteur. Donc, pour avoir le nombre des quarrés con- 
tenus dans la surface du rectangle total EUCF, il faut 
répéter le nombre des rectangles élémentaires , ou le nom- 
bre des divisions de la base BC, autant de lois qu'il y a 
de di%isions dans la hauteur B£ : donc cette surface est ex- 
primée par BC X BE. 

Si l'unité de ligne n'est pas contenue e\actement dam 
la base BC, ou dans la hauteur BE , il pourra se trouver 
dans l'expression de la surface EBCF une fraction de quarré, 
qu'on évaluera , si on le juge à propos, ax mesures quarrées 
d'an ordre inférieur. 

xOfj. Corollaire I. Donc {12a) la surface du parallélo- 
gnonme. quelconque ABCD {Fig. 84) = BC X AO. Ainsi , 
« fc( base BC=:35 pieds, la hauteur A0^i7 t pieds, la 
surface ABCD sera de 437 \ pieds quarrés. 

128. Corollaire II. Donc la surface du triangle ABC 
_?£21^. Ainsi, si BC = 25 pieds, AO=: 171 pieds, la 
mrface ABC sera=ai8^ pieds quarrés. 

12g. CoraUaire HT. Deux parallélogrammes ABCD, 
MNPQ , ^ui ont même hauteur , sont entre eux comme 
leurs bases BC , NP. Car ABCD : MNPQ :: BC X 
AO : NP X MR. Or, puisque AO=:MR, si l'on divise 
les produits BC x AO,NPx M R , par ces quantités égaies , 
Imr rapport demeurera toujours le même , suivant la théo- 
riçde» proportiom : donc ABCD; MNPQ :: BC :NP. 
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ABCD, MNPQ, qui ont des hautcHri ^S*^ ' ^^j-f ace» 
plus leurs bases BC, NP, égales; ils auront J^^ angle»- 
égales y quelques différents que puiaént être 1 ^^^^ j^^^ 
Car rJiacun d'eux est égal à un rectanglfr à.e «» 
et de^méme hauteur. 

»s4. CoroUaire II. TaUttriangle ABC P*^Dr;P, q"* ^ 

tidéré comme la moitié du paraUélogramme A** poiwp** " 

a même base et même hauteur que lui. HooC 'j^j„ême * 

ce parallélogramme est égal au rectangle EBCfj^^j^ggt *ii 

base et de même hauteur , il s'ensuit 'que totrt hauteUT * 

la moitié d'un rectangle de même base et de métpff k 

que lui. . , - -wc 

■'■■■!« ABC,>I" 

iaS. Corollaire III, Doncsi le» deux "^^S^^n* l»™*^ '™ 

JIN,P , qui ont des hauteur» égales , ont de p» ^ i^g ^ * B 
bases B G , N P , égales -, ils auront des b"'***'**(-;^ ^ par 'îÇi 
quelque différents que puissent être leUr» *°S*ff ' ^-^^^^ 'rep- '^ 
l'article: précédent, chacon d'eux est la moitMS , ,,^ 

tangle de n^me btisa et de même baotai^r^ gaiwa- ^^^'^ 

Cta' Toit'par ces propositions , q«« iç*r«l" qvssî ^^^^' ^ 

verlasurfaco d'un rectangle , on saura """^"^j^'^o ti^aB^*'"^?'' 
d'un parallélogramme quelconque , et *^^ ^ ' 

quelconque. J^ 

126. Théorème U. La surface (ï'"'^, ^'''^^t^^d^ ^*'^^''' 
CFig. 85), ^.* é^ale au produit de sa ^^G ■'^^^ -'.Je- 
teur; ce qui s'exprime a£nai,EBC^^ 

Le sens de cet énoncé est fm" '' i 

taine mesure , le pied , "a^T 9 

et que cette mesure soi* > \ 

dans la base BG d»- 
teur BE; la sur*" 
ou 180 piedf —m^^ 

chacun un 

Soient ^^_. ■ 

«nités ^ *^^^ -F^" 
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1'. par tons les points/, g, h.^ etc. de U b«M,' menez 
des parallèles ^ |^ h4,iiteur B£ : jl« rectangle EBCF te 
trouve» part«g|i en recfangle^ qi)i ont tou$ qiénie hauteur 
90e lui, et poup \m^ ie» i^iiâé» de ligne } et le nombre 
(Je ces rectangles partiels ou élëmentaûe» est cdui des dî?- 
risions de la base 6C. a*. P^rtonslespointsm, n,^, etc. 
de /a iiauteur, menw de« pi^-^lleles & la base BGi chaque 
rectangle partiel s^p paft«g^ en «Qtanr de quaîrés qnl 
«Qt l'unité de ligne pour c6tës, qu'il y a de divisions dans 
la hauteur. Donc, pour avoir le pombre des <]uarré« con- 
tenus dans la surface du rectangle total £BCf , il fau^ 
répéter le nombre des rectangles ëlénentaires , ou le nom-p 
lire des divisions de U base BC, autant de fois qu'il 7 a 
de divisions dans la hauteur BE : donc cette surface est ez- 
piméeparBCxBE. 

Si runîté de lîgn* n'est pat conténpe esacteineiit dan* 
Il base B C , on dans U luuteur BE, il pourra se trouver 
dnu l'ezpressipn de U surface-EBGF une fraction de quarr^, 
p'on évaluera, » on le juge à propos , tsa. mesures quarrées 
l'im ordre inférieur. 

J37. CoroUaire I. Donc (làa) la Surface du parjlélo- 
ammftquelconqueABCD (Fig. 84) = BC x AO. Aimt , 
k hase B C = aS pieds , la hauteur A 1= 1 7 ^ piedi , la 
rface AB CD sera de 437 \ pieds quairés. 

128.' Corollaire U. Donc la sadkg^du tnangla ABG 
iC^AO j^inn. si BC=a5 pfc^ " -17! pieds, la 

.mes ABCD, 

,ntre eux comme 

.îMNPQ :: BG x 

MRj si l'on divise 

quantités égales, 

» . sui\'am la tbéo- 

:BG:NP. 
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Parla même raison, deux triangles ABC j MNP, qui oitf 
même hanteur, sont entre eux comme leurs bases BC, NP^ 
parcequ'ils sont les moitiés de paralléiogrammes de 
bases et de m^mes hauteurs , et que les moitiés sont entrtf 
elles comme les touts. 

On peut dire aussi , toujours par les mêmes rainions , que 
deux parallélogrammes , ou deux triangles , qui auroient dei> 
bases égales , seroient entre eux comme leurii hauteurs. 

i3o. Corollaire IV. La surface d'un trapèze A B C li 

I (Fig. 86), est égale è la moitié du produit de la somma 

de ses côt^s opposés parallèles AD, BC,parsahauteur AO^ 

c'est-à-dire, que ABCD=:: ' Car, si l'on tire 

la diagonale AC, le trapèze sera partagé en deux trias^ 
glesABC, CAD, qu'onpourra regarder comme ayant pour 
hauteur commmie la droite AO , et pour bases les droites BG, 
AD. Donc la somme des surfaces de ces triangles ou la sut- 
, , ECxAO ADXAO (ADrt-BG)XAO 
I lacedu trapeze=: 1 ^= ' 

i3i. Corollaire V, Imaginons que sur la droite AK 
(Fig. 87), s'élèvent les perpendiculaires inégales AF, BG, 
CH , DK , El , et qu'on mené les droites l' G , (iH , HK , Kl ;' 
îi est clair qu'on aura l'expression de la surface AEIKHGF, 
en ajoutant ensemble les expressions des surfaces de tous 
les trapèzes AFGB,BGHC, etc. Or , la surface du pre- 

ABX(AF+BG) „ , , BCX[BG+Ca) 
nuer= ; celle du second =:^ , eto. 

Ti A T^.x-TT^,:. Agx(AF+BG) BCx(BG+CH) 
Donc AEIKHGF=:r 1- — ■ H 

CDX(CH+DK) pEX(DK+E[) , 

Lorsque toutesles parties AB, BC, CD, DE, de la base 

sont égales, cette expression se simplifie à cause du factei»^ 

commun à tous ses termes ; alors elle peut se changer eij 

„, . ABxcAF+BG+BG-f-CH+bH+DK-|-rJK-+-ri) j" 
celle-ci, -' ' , qui 

«réduitàcelle-ci, AB X (BG-t-CH+.DK-H ^^^^). 
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D*oû l'on voit que pour avoir la surface cherchée , il faut 
multiplier Tune des dû-isii/ns égales de /a base par la 
somme résultante de la somme des perpendiculaires intcrmê-- 
diaires et de la moitié de la somme des deux perpendicu- 
laires extrêmes. 

Ainsi , par exemple , si l'on suppose que chapiine des 
diristons A B ^ B C , CD, etc. , soit de i toise , et A F:=; 
10 toises jBG^ ii toises, CH^gioises, DK^ 13 toises, 
EI=: 16 toises; k surface AEIKHGF sera de 45 toisea 
quarrées. 

n y a des praticiens qui , dans le cas dont il s'agit , ajou- 
tent ensemble toutes les perpendicidaires AF, BG,(^'.H, etc. ; 
divisent la somme de leurs valeurs par leur nombre , pour 
âToir ce qu'ils appellent une hauteur réduite; puis multi- 
plient cette hauteur par la base AE , pour avoir la sur- 
face AEIKHGF. En suivant cet^i^ratique , on trouve- 
roit que, dansl'hypoihtsi; proposée, !à surface AEIKHGF 
est de 46 f toises qnarrées; résultat qui dilïere du précédeut, 
M qui est par conséquent iiiesact. 

Nous observerons en passant que notre méthode peut 
servir à déterminer par approximation la surface comprise 
CDtre une droite AE et !a courbe quelconque FGHKI 
(FIg. 88); car il ne s'agit que d'élever sur la base AE un 
assez grand nombre de perpendiculaires A F , B G , C H , etc. , 
pour que les arcs FG, GH, etc. puissent être regardés sen- 
siblement comme des lignes droites , et que d'ajouter ensuite 
les «pressions de tous les trapèzes AFGB, BGHC, etc. 

ï3a. Corollaire VI. Qu'on ait un polygone quelconque 
ABCDEFfFig. 89), dont il faille déterminer la surface. 
Je mené d'un angle A de ce polygone des diagonales A C , 
AD, AE , ans angles C, D, E, ce qui partage le polygone 
en triangles ABC, ACD, etc. De l'angle A , j'abaisse sur 
les bases BC, CD, etc. de ces triangles , prolongées s'il 
«l nécessaire , les perpendiculaires A (i , A H j etc. La sur- 
face du polygone étant égale à la sonimie des surfaces dé 
tous les triangles proposés, elle aura pour expressioo (ia8j, 
BCx AG eux AH DEXAI EFxAK. ' .. 

— .+— ^^ — + — :—- * 1. — • 
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polygone augmente à l'infini ; i] est clair que ces côtés flp* 

procheront de plus en plus des arcs qu'ils soustendent , 
I et qu'a la fin le cohIoht du polygone puuira être censé se 

I icoufondre avec la circonférence du cercle circonscrit , et 

que de plus l'apothème deviendra égal au rayon. Donc, 
I pour at'oir la surface lïurt cercle , il faut prendra la moitié 

du produit de sa circonférence par son rayon, 
I On voit p* là que si on connoissoit la circonférence d'un 

cercle dont on connoît le rayon , on auroit l'expression 
j exacte de la surface du cercle. Mais on n'a pas encore pu 

i trouver le moyen d' exprimer rigoureusement la circonfé- 

^^v 1*iice en parties du rayon , ni d'aucune autre ligne droite 
^^^K connue. Nous donnerons ci-dessous la manière de la déter- 
^^K tniner par approximation. 

^^^B?- iSf). Remarque I. La surface du Jecfeur de cercle OABQO 
^^^B'(Fig. 92), ou de l'espace compris entre l'arcABQ et le» 
^^^^ rayons O A , O Q , est égale à la moitié du produit de l'arc 
[ ABQ par le rayon OA. Car Tare ABQ peut être regardtS 

comme une portion du périmètre d'un polygone régulier 
F qui a une infinité de côtés , et O A peut être regardé comme 

'■ «on apothème. 

Quant à la longueur de l'arc ABQ, elle se trouve lors- 
qu'on connoît la longueur de la circonférence entière et 1^ 
nombre de degrés de l'arc ABQ, en faisant cette propor? 
tion, 36o degrés sont au nombre de degrés de l'arc ABQ, 
comme la longueur de la circonférence entière est à un qua- 
trième terme , qui estla valeur de la longueur cherchée. 

. 140. Remarque II. Cormoïssant la surface du secteur 
OABQO, on aura celle du segment ABQ A, compris 
«ntre l'arc ABQ et la corde AQ, en retranchant de la sur-, 
face du secteur celle du triangle isoscele A O Q. 
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CHAPITRE II. 

Comparaison des Figures semblables, 

141. louTES leS grandeurs de même espèce se comparent 
entre elles comme les nombres : de même qu'un nombre est 
double ou triple d'un autre , une ligne peut être double ou 
triple d'une autre ligne ; une surface, double ou triple 
d'une autre; un solide, double ou triple d'un autre. Ainsi 
la théorie des proportions pour les nombres ou les grandeurs 
en général s'appliquera à la géométrie , en imaginant que ces 
grandeurs sont des lignes , des superficies , et des solides ; ou 
plntAt en supposant que les grandeurs comparées expriment 
ici les nombres des parties de l'étendue linéaire , superfi- 
delle, ou solide. 

Les deux termes qui forment un même rapport sont tou- 
jours de la même espèce ; mais il n'est pas nécessaire que 
KKne proportion les deux rapports soient de la même 
e : ainsi une ligne peut être à une ligne , comme une 
3e est à une surface , ou comme un solide est à un so- 
maîs une ligne ne peut pas être à une ligne, comme 
noe ligne est à une surface, ou comme uae surface est à uu 
loUde. 

142. On appelle polygones semblables deux polygones 
qoi ont le même nombre d'angles égaux chacun à chacun ^ 
et les côtés proportionnels autour de ces angles égaux. 

Ainsi (Fig. 93 et 94) , les deux pentagones ABCDE , FGHIK 
seront semblables, si les angles A et F, B et G, C et 
H, etc. sont égaux chacun à chacun, et qu'on ait de plus 
cette suite de rapports égaux, AB : FG :: BC: GH:: 
CD : HI ;. DE; IR :: EA: KF; ou bien (en mettant 

Clés antécédents dans une même suite, et les coiisé- 
t6 dans une autre), AB : BC :CD:DE:EA ;: FG 
I:HI:IK;K.F. 
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Les angles correspondants A et F , B et G, C et H, etc. 
s'appellent un n/&f /lomologuei ; et lescdtës AB etFG, BG 
etGH, CDetHl, etc. quîsetenniaeut à des angles homo- 
i' appellent cotés homologues. 

143. Il est question dans ce chapitre de déterminer le rap- 1 
port des contours , parties de contours , des suri'aces ou par^, j 
tîes de (Jiirfaces , dans les polygones semblables ; or une teU» ' 
détermination, étant fondée sur la théorie des~ ligues propor- 
tionnellfi» et sur celle des triangles semblables, je vais com- 
menopr par donner ces deux ihéoric^, qui sont d'ailleurs 
ntiles par elles-mêmes dans une iniiiiité d'autres occasions. 
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144. Théorème I. 5i on a deux lignes AY ,hZ{Y\g^. ^5), 
__ iguif.if sent entre elles vnnHglequelcnH<ive'W KL ,tl^n(iya7U 
^ris suria pnitnipre un nombre ejutlconque départies égales 
ABjBCjCD, DE, on mené saus un an^le quelconque les 
parallflesBV , CG, DH, El, qui ren contrent là seconde 
aux points F , G , H , I ; qti'cnsuiie par ces points on mené 
parallèlement à- A V It-s droiù-s FS.GT ,UX: je dis , 

1°. Que toutfiS les parties AP , FG,GH, HI, de la droite 
r AZ, sont l'gàlis entre elles; 

a", que toucès les parties EM,MO, OP, PI, de la 
. droite^l, sont 'égales entre elles. 

I En effet , 1 ". par hypothèse C B = AB ; et dans le paral- 

I IéIogrammeBGKF,onaC8o)FK — lîC:doncFK = AB. 

} Gr (63), à cftUsedes parallèles FS, AV, rangleKFG = 

I l'angle B A F , l'angle F K (i = l'angle A G ; et k cause des 

ÎJaraUeles GG, RF, l'angle AGG = rangle ABF; donc 
I l'angle FKG=: ran_,le ABF. Ainsi les deux triangles FKG, 

I ÂBF, ont «a côte égal adjacent 4 d«ax angles égaux , et 

I sont par conséquent parfaitement égauz(âo) : dotaicFG^ 
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AF. On démontrera Bemblablement que le triangle GNH 
e6t parfaitement égal au triangle F K G ; que le tiiangle HPI 
«St parfaitement égal au triangle GNH : d'oii il suit que 
toutes les parties AF,FG, GH^HItle la droite AZ, sont 
égales entre elles. 

a'^. Dans le parallélogramme BCKF, onaBF^ CK; et 
à cause des deux triangles parfaitement égaux FKG, ABF, 
on a KG^^BF: donc KG := KG. Dans le parallélogramme 
CDLK, on a LD =; KG; dans le parallélogramme KLNG, 
onaLN=3GK;età cause des deux triangles parfaitement 
égau3[GNH,FKG,onaHN— GK:doncHN=3NL= 
LD = GK = KCi^FBHN=NL^LD=:GK^ KC ^ 
PB. On démontrera de même que I P = P G = OM = ME= 
FB : donc toutes les parties de la droite £1 sont égales. 

i45' Corollaire I. De là suit la manière de partager une 
Kgoe droite en tant de parties égalesqu'on voudra. Soit , par 
exemple , la ligne A Q ( Fîg. 96 ) donnée de longueur , qu'il 
£tnt partager en cinq parties égales. Je tire par l'une A de 
K6 extrémités la droite indéfinie A V, qui fasse avec elle un 
sug^e quelconque VAQ; et sur AV je prends, à compter 
ia point A , avec une ouverture arbitraire de compas , cinq 
parties égales AB, BC, CDj DE, EF; dudemierpoint de 
dirision F Je mené à l'extrémité Q de ta ligne proposée la 
droîtâ FQ; ensuite, par tous les autres points de division 
Ê,D,C, B, je mené (m) parallèlement àFQles droites 
Ee, Dd, Ce, hb; et la ligne AQ se trouve partagée en 
dai^ parties égales Ab , bc, cd , de, eQ. 

146. Corollaire II. Puisqu'on a évidemment (Fîg. gS) 
«ette suite de rapports égaus, ou plutôt identiques, AB : 
BC : GD : DE :: AF : FG : GH ; HI :: EM : MO : 
Ot* : PI î et que dans toute suite de rapporta égaux une 
tftnnme d'antécédents est à une pareille somme de consé- 
aents correspondants , comme un antécédent est k son cou- 
lent , ou comme une autre somme d'antécédents est k 
iiomme pareille de conséquents correspondants ; OD aura 
' ^érêate» suites de rapports égaux : 
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AB + BC : AF+FG:: AB :AF, 
ou AC:AG :: AB : AF; 
t + BC + CD : AF + FG H-GH :: AB : AF 
fAB + BC :AF + FG, 

ou AD :AH:: AB; AF :: AC: AG; 
AB + BC:EM + MO :: AB :EM, 
ouAC;EO :: AB:EM; 
AB + BC + CD : EM + MO + OP ;: AB : EM 
AB-f-BC:EM-4-MO, 

ouAD:EP :: AB : EM :: AC : EO.etc. 
Ainsi deux parties quelconques de la ligne A E sont entre 
elles comme les deux parties correspondantes de la ligne Al 
ou de la ligne £1. 

147. Théorème II. Sitiansle triangle ABC (Fig. 97 

%tnene la tir niCe DE parallèle au coté BC, ec par le point "E. 

Wia droite E¥i parallèle au c6té AB,je disque les cufdjAB 

"'AC,BC, seront coupés proportionnellement aux points D 

£,K ; c'est à dire qu'an aura cette suite de rapports égausa 

AJi : AD :: AC : AE :: BC : BK. 

Bi'iclproquement, si on a laproportion AB ; AD :: AC 
iE, /a s- ca/it^ DE sera parallèle au Cuté BC ;el:si on a la^ 
'pri^purtion AC : AE :: BC : BK, la sécante EK sera pa-, 
'Ollele au câtd KiS. 

InifigiDOUâ que la droite A B soit divisée en une iuiinité de 
parties égulcs, et que pr^r tous les points de division on ait 
meué parallèlement à B C ou à D E des lignes droites qui se 
terminent à AC : ces lignes ( 14^1) partageront A C en une in- 
finité de paities égaies corre.ip on Jantes chacune à chacune 
des parties JeAB, De plus, les points D et E tomberont ou 
pourront être censés tomber sur deux points de division de 
AB et de A C , puisque ces deux Lgues sont partagées cha-; 
cune en une infinité de parties. De même si, par tous les. 
points de division de A C , on mené des droites parallèles à 
AB, elles partageront B C en une Infinité de paities égale» 
correspondantes aux parties des deux premières lignes, et le 
point K sera ou pouna être censé l'un des points de divisioi^; 
de B C . Maintenaat , les parties Imies A D , A Ë , B K ^ étan^ 
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des parties correspondanteii des trois bgaes Afi, AC, BC, 
ou a (14^) cette suite de rapports égaux , AB : AD :: AC : 
AE:: BC : BK. 

Réciproquement, si on a AB : AD :: AC : AE, lasë- 
faateD£ sera parallèle à BC. Car âupposons pour un mo- 
ment que la ligne qiû , en partant du point D , seroît paral- 
leleàBC, vienne aboutir au point e, placé au-desâus ou 
an-dessous du point E , on auroit , par le I ". cas , A B : 
AD :: AC:Af. Donc, puisqu'on a par hypocliese AB : 
AD :: AC : AE, onanioitAC : Ae ;: AC : AE.Donc, à 
cause de A C =3 A C , on aura A « ^^ A E. Aiiisi le point e se 
r«nfond avecle pointE, et la droiteDEest parallèle à BC. 
On démontrera semblablement que de la proportion AC : 
AE :: BC : BK, résulte le parallélisme de EK avec AB. 

48. Corollaire I, La droite DE étant supposée parallèle 
àBC, etEKpanineleàAB,ona(8o)DE — BK.Donc, 
poisquon a AB : AD :: AC : AE :: BC : BK., ou aura 
dabord AB : AD :: AC : AE ;; itC îDE, ou 

I. AB: AC;BC:: AD: AE:DE. 

Ainsi les trois côtés du triangle ABC sont proportionnels 
ans trois c6té6 du triimgle A D £ , qui se forme en menant 
DE parallèle à la base BC. 

Par la même considération, La droite EK étant parallèle à 
la base du triangle CAB regardé comme ayant son sommet 
enC, on aura cette suite, CA : CB ; AB ;: CE:CK : EK, 
ou en faisant changer semblablement de place aux antécé- 
dents et aux conséquents , ■ • 
n. AB:AC:BC:: EK:CE:CK. 
he second cas de ce corollaire auroit pu se démontrer dî- 
reciement par l'article i46> 

14g. Coraîlaire II, La suite U de l'article précédent nous 
donne Afl:AG;:EK:CE, en, en mettant pour EKsa 
V^orDB (8o),AB:AC::DB : EC. Et comme on a par 
lauiite I^ AB :AC ::AD : AË, il.e^t clair qu'on aurklai 
»aite . ■ . ■ : 1 ' : . I ,■. !i,m-'' . ^''1*J 

,\0 ; AQ :: AD : AE. V ,^iB; Vac'.!."! = O Att 
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D'uù l'on Voîtqaek ligne entière A S«tse« parties déten 
min^s par les parallèles D Ë , BC, sont pixiportioacelles -. 
la ligne entière A Cet à ses parties déleiniinées par les ittèms 
parallèles. 

On démoaireroit semblablement qu'en menant ( Fig. 9S) 
tant d'antres lignes qti'oa vou<lroit MN , PQ , SK , parallel 
auK deux pfemieres DE, BC,od suroît 
A» : AC :: AD : AE :: DB : EC:: AM:AN :: Mlî ! 
NC ::DM:EN;: AP:AQ:: PB:QG :; , etc. 

Ainsi ea général si on coUpe d«ux lignes qnî coi 
en un pomt par un nombre quelconque de parallèles , la prt 
miere ligne et ses parties seront proportionnelles â la serond< 
ligne et à ses parties. 

i5o. Corollaire III. Par là on divise une ligne donnée ei 
parties prc^ortionnelles à des lignes données on à des nom- 
bres donnés. Soit , par exemple , la droite A B ( Fig^ qq ) 
qu'il faut partager en parties prop or rio miellés aux lignes ef, 
gh , ik. Je mené , par le point A , la droite indéfinie A Z , q\ii 
fait avec A B un angle quelconque ; je mets bout à bout sur 
la ligne A Z , à compter du point A , l«s droites ef, gh , ik , 
era Am, mn,np. Parle dernier point de division p je mené 
au point B la droite /fB ; et par les autres points n , m , je 
- mené , pardlèlentont à /jB , les droites nD , mG ; ce qui par- 
tage ialigne AB en parties AC, CD, DB, proportion- 
oeOee aux lignes A m ou ef^ m.n. on gh , tip ou ik. 

On voit que si les lignes ef, gh , ik , sont égales , les parties 
AG, CD, DB, seront aussi égaies. 

»5ii. 'Corollaire If^. Si on partage l'angle A Û\i triangle 
ABC (Fig. loo) en deux parties égales par la droite AD, 
les parties BD, DC, de la base seront proportionnelles aux 
côtés AB, AG, c'est-à-dire qu'où auraBD ;DC :: AB : 
AC. Car soit menée [>ar le point B, et parallèlement àDA, 
la droite BE qui rencontre en E le cAté C A prolongé; 
l'angle ABE sera égal à l'angfe BAD (65), et l'angle 
BEA, égal à l'angle DAG. Donc, à cause de l'angle 
BAD^l'aogleCAD, les deut angles ABE, BEA, sont 
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tpaz. Donc (74) EA^AB. Maintenaut, à cause de» 
pualleles BE, DA, on a BD : DC :: EA : AC; aûjsi, 
tametXant pour EA sa valeur AB, on aura BD : DO ::, 
&&:AC. 

i5a. Tli^or^me III- Si par un point S (Fig. 101) mi 
mené à u/ie droite MN un nombre ■^telconyue de lignes 
SM,SO, SP, SN,e( qu'on tire parallèlement (i MN la 
àmit^Q'T , quicoupe ces lignes aux points Q, K, V,T; les 
parties de la ligne QT seront proportionnelles aux parties, 
ie la ligne M N ; c'est-à-dire qu'on aura 

QR:MO :!RV :OP:: VT:PN, 
cubieH QR:RV:VT ::MO:OÎ»:PN. 

Le triangle SM O étant conpé parallèlement à sa base par 
l* droite QR, on a( 148), QR: MO :: SR:SO. " 

Démine, le triangle SOPdoime SR :SO :: BV:OP:ï( 
8V:S!\ 
Le triangleSPN donne SV : SP :: VT : PN. 
Or , da»8 la première et la seconde suite , il y a le même rap- 
port; dans la seconde et la troisième , il y a le même rapport; 
ainsi de suite. Donc , en ne prenant que les rapports dont 00 
abB«oiD,onaiira,QR:hV:VT:: MO:(>F:PN. 

i53. Remarque. La même proposition a lieu lorai|t>e la 
droiteQT (Fig. 102) coupe les prolongements des droites 
MS, OS, PS, NS. Car si l'on prend sur SM U parrie 
Sf=SQ, et qu'on mené (7^ parallèle à MN, tous tes n huiles 
S^r, Sru, Swï, auront i>8rj'aitement i-gain chaL-un à cliacun 
«tes triangles SQRjSRV, SVT, paroeque d'un triangle à 
l'aucre il y a^mcôtt' égal adjacent à deuï angles ^atix. Or, 
par 1« cas précèdent, on a qr : m : ut :: MO : OP :PN. 
Donc an awaQR : RV : VT :: MO : OP : PN. 

i54. Corollaire. De la suite ÇR : RV : VT :• MOrOP ; 
PN, On peut conclure, par la tliéorie des proportions, 'QH+ 
RV-t-VT:MOH-0P+PN::QR:M0 ;: RV :0P:: VT: 
PNï (j^«t*fc-*WJl?r:MN:':QR':MO::aV:'OP:: YT : 
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Ainsi les lignes entières QT, MN, sont entre elles comia» 
S parties correspondantes. 

Ces mêmes lignes sont encore entre elles :: SQ : SM ii 
SR:SO ::,etc. ,parcequ'ona, QR : MO :: SQ:SM::SR' 
SO ;: , etc. 

i5-5. Théorème IV. Si de deu^ points M eeP (Tig. io3)d 
la droite MP s'éici'cnt les lignes MN , MR , PQ , PV, parai 
leles deux à deux et proportionnelles , c est-à-dire tiilies qtn 
tJm soie parallèle àV<i, MB. parallèle àPV,et/}uona 
proparcionMN : PQ :: MR : PV ; je dis que IfS trois lignes 
'MP , NQ , R V, menées par les extrémités de ces parallèles 
I iront concourir en un même point S. ^ 

Soit S le point de concours de MP et de NQ , et j le point 
de concours de MP et de RV. Le triangle SMN ëtant coupd 
parallèleinent à sa base MN par la droite PQ, on 3(148) 
SM : SP : : MN : PQ ; et le triangle jMR étant coupé parallèi 
lernent à sa base par la droite PV, on a de même, sM. : jP :: 
MR : PV. Donc, puisqu'on a par hypothèse, MN :PQ : 
MR : PV, on aura SM : SP :: jM : sP. Donc on aara,detra^, 
hendo, SM— SP:SP:: iM — 5P:jP, c'est-à-dire PM:= 
SP :: PM ;jP. Donc, à cause dePM=PMj onauraSP.:^; 
jP. Ainsi les points S et J se confondent. 

Finissons par appliquer cette théorie des lignes propor- 
tioimeUes à quelques problèmes. 

i56. Problème I. Trouver une quatrième proportionnelle, 
à trois lignes données (iH, IK, LM (Fig. 104). 

Je mené deux lignes AV, AK , qui forment entre elles ujfc 
angle quelconque ; sur la première je porte (IH de A en B ,f 
etIK. de A en C; sur la seconde je porte LM de A en E; j^ 
joins les points B cl £parla droite BE; je lui mené la paral-î 

tleleCF, et la droite AF est la quatrième proportionnelle 
cherchée. Car on a ( 147), AB ou GH : AG ou IK :; AE ou 
LM : ÀF. . ; 

. . . .i 
iSy. Corollaire.. On trouve par le même moyen une troi<^ 
Sieme proportionnelle à deux lignes données. Car on^s'af 
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(pi"4 supposer que les deu\ ligneu IK. , LM , sont égales , et 
faire d'ailleurs la même construction : on aura , AB ou GH : 
AC ou IK ;: AE ou LM ou IK : AF ; ou bien , ^ GH : 
!K:AF. Ainû AF est la troisième proportionnelle cher- 
chée. . 

i58. Problème II. Déterminer la distance BA (Fig. io5) 
ifu point B , où Von veut ouvrir la tranchée sur la capitale 
d'une demi-lune , à l'angle saillant A du chemin couvert. 

Le maréchal de Vauban donne ce problême dans son 
Traité de Vattarjue et de la défen.ie des pinces , page 56. 

Tirez la ligne BC perpendiculaire à AB ; sur cette ligne 
portez mi certain nombre de parties égales, qui soient, par 
exemple , chacune de 60 toiset> ; à l'un des points de division 
£ placez nn piquet , de nianieie que EC soit une partie ali- 
ifttùte de BE , comme la moitié ou le tiers. Par le point C 
élevez, perpendiculairement à BC, la droite CD ; sur cette 
ligne prenez un point F qui soit dans l'aligiieoiorit du piquet 
E et (le l'angle saillant A ; mesurez CF , et vous aurez AB , 
en faisant '( 1 53 et 1 54) la proportion , CE : EB : : CF : BA , 
dont le& trois premiers teinies sont connus , et dont on con- 
noîtra par conséquent le quatrième , puisqu'il est égal au pro- 
duitdesdeux moyens, divisé parlepremierteime. 

jSg. Problème m. Mesurer la largeur AO (Fig. 106) 

Ceproblèmep^iit se résoudre comme le précédent. 
- Sur l'alignement de deux poijits A et O , et à une distance 
cooaae BO du point O , plantez un, piquet B ; élevez BG per- 
jtendiculaireàAB, et déterminez, comme dans le problème 
précédjËiiti , U ligue AB ; de cette ligiie retranchez OB ; le 
reste OA sera la largeur de la rivière. 

>Co. Problème IV. Par un- point donne M (Fig. 107), 

mener une ligne l'M, tjui tende au point de concours de 

deux l^/t^s AB , CD , lorsque ce point est trop éloigné pour 

pouvoir être déterminé. 

:Jq ir^Qâ, par le pointM, la droite ÎSR, qiii rencontre 



^ OEOMXTRIEW 

Us lig^s AB> CD , au^poîsits N et R. Sut NR je construis 
im tri w^e éq^Uatëf al NSR; ptr un poiat ipideonque Q ^ pris 
sur AB jj j.e<ia«iiQQy psrslkle.à NR ; je faâ Sçt=QV^ et je 
tve f z/ ptsicaJlele à NR ; dupoiotS aupointMiemenfeSM, 
quî rencontre qu au point p ; je porte qp en QP sur QV ; 
par les points M et P je tire la droite MP : cette ligne ten- 
<h:^ s^VL point de concours, des deuk lignes AB ^ CD. Gasr on 
91 (x54), NR : qu :: SN : Sç. Dçaxc, à came de. NRarSN^ 
on a,ura> fz/:;=;Sf :3;^QV« De plus on aMN :MR :: qp ipup 
€m bift» NM : MR :: QP ^PV. Donc ( i55) les* trois ligues 
MP^ AB , CD y vont concourir en un même point» 

l6l* I^oblêiniB y. Diviser une ëoheile eu punies égaU^s^ 
Nous allonsi donner d*abord la manière deb diyisesr nnm 
^heUe quekon(pie en parties égales; {^uis.BiGU8 eixpUqueroAS 
la e<iAS|r«ictioiL de rëebeUe de miUe parties^ ainsi appelée 
paseequ^eUe sert à prendre * la millième partie d'une ligne 
doilKaée-^^ Cette échelle est d'un usage très commode et très 
firéqu<N;il; dons la rédactiûn.des.plaas. 

»' • . « • • 

Division d^une éckieile fuedoomfu&èn p^rùi^s égaiej^ 

Supposons^ pir CQD0i|ipl6'^ qiie la ÙP^itB AB (Fig. 108) 
soit une échelle qui représente 1 toise , et qu'il faille déter- 
miner sur cette écbeHe la partis AM qui doit Te{»'ésepi:er 1 
pied. Il est clair que la question est de trouver une ligne qui 
soit la sixième parsie de AB. Pour cela je prends (i5o) sur la . 
£gnâ indéfinie AZ, q«i fait avec Aft tm angle quelconque , 
six parties égales ; par lei éma&év poiat r à^ di visibsi ^ «sen» 
àPeiSrëiiusé B de Ftfcheite proporàd la drbité ^> «I p»* if 
premier point m de diviiBion j^e mené mM pàreilelé à i£ : 1^ 
partie AM est celle qu*-oi^ dcuiande. > ^ t . 

On opérera d'une manière semblable pour toute autre 
écbeUe^ çoute sfuif^ divisiiûgor. 

€>6fn$trw^i&n é&téeh^e^ dey imLle parties. 
Sur uneligne indtfmêAB (%. »o§) fe porte dix parties 
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AO, O too, etc. , (jui représentent chacune une 
aine mesure, par exemple loo pieds. Ainsi la ligne entière 
représentera mille pieds. 
Aj'aat construit sur la dirision extrême AO , comme côté , 
tm ([uarré AODC , je divise chacun des quatre cAtés de ce 
quarré en dix parties égales. Par tous les points de division 
descôt^ OD, AC, Je mené des lignes droites, qui sont 
nkessairement parallèles aux côtés OA , DC, Des points o , 
10, ao , 3o , etc. du côté inférieur OA , je mené des Kgnes 
droites aux pointsvio, 20, 3o, /^o, etc. du côté supérieur 
DC : et l'échelle est construite. En voici l'nsage et la dé- 
ronstratîon sur un e^iemple qui rendra plus sensibles Tun eC 
l'autre. 

Siq>poson8 qu'il faille déterminer la ligne qui doit repré- 
wnter 458 pieds. 11 est claird'abord que , sur ce nombre , les 
(DO pieds sont représentés par la partie O 400 de l'échelle. 
fiMte à trouver la valeur des 58 pieds. 

La largeur AC cm OD de l'^clielle étant divisée en di.t 
futies , il est olaif que la partie m de la ligne ti , qui répond 
m prentîer point t de division , est la centième partie de 
OD on de OA , puisque les triants semblables OD 10 , Otu 
JoBne-nt, CH) : i>io :: Ci :/aj c'est-i-dire i : -fïï ■• tV '■ ^■ 
Cette partie tu exprime donc 1 ptpd ; et la partie mr de la 
Itgtve m& , qui r^o'nd au point de division 8 de la largeur 
AC, exprimera conséquemment 8 pieds. Et comme cN ou 
05» exprime 5o pieds, ils' ensuit que la ligne 'nN exprime 
58 pieds. 

Ainsi les 468 pieds sont représentés par la somme des deux 
ligoes O 400 et w>N , ou par la seule ligne HN parallèle â 
Kàflo. 
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SECTION II. 

Caractères de la simili^iidé de. deux triangles j' 

rapports de leurs périmètres ou portions, dépéri-- 

^ mètres y et de leurs ^surf aces, ou p.ortïqTis de sur— 
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16^. Théorème I. Deux triangles ABC , DEF ( Fig. 110), 
sont si^mhlqhiejs florsqu^ih .oru deux angles ^égaucc chacun à 
cJiacun, 

Suivant. la dëfiDitiôn générale qu'on a donnée (^4^) des 
figur^ç semblables ^. dei^x triangles se;mbl2(bl.es doivent avoir 
tous, les angles égaux chacim à; chacun , et ks ç^tés propor- 
tionnels autour de ces angles; Or deUx triangles qui ont deux, 
angles, égaux chacun à chacun ont tous .les angles égaux ctia- 
cun A chacun (68). Reste donc- seulement à démontrer que 
nos-oeux triangles équiangles.ontilesc^té^ proportionnels. 
. Me^te^ bout à bout (Fig.^ 1,1 1) le§ côtés, homologues BC^ 
£F. f ef disposez les jsuig^^s jipmologues: ^efnl)labJeinent danSv 
l'espace^. c!est-à-diire^ de, man^re qu'ib soient tournés du 
même côté ;:> ensuite {)n>loi^gez: les côtés ^FD et BA jusqu'à 
€B qu'ils se rencôntreijt eai. G. Ox\ .yoit.X6.5) que les 
droites CD, BG, sont parallèle^ , et que les droites FG y 
CA, sont parallèles. Donc (80) ACDG est un parallélo- 
gramme^ et. on a AG;^ED.>,.GD=;:AC-.Or; à cause des 
parallèles BG, ED, o^n a (149), BGi:|;F ;;jÇip ou AC : 
DF ; et de même, à cause des parallèles AC, GF, on a > 
BC : EF :: BA : AG ou ED. Ainsi on aura cette suite de rap- 
ports égaux, BC : EF :: AB : ED :: AC : DF. Donc nos deux 
triangles ont les côtés proportionnels autour des angles 
égaux. Ainsi ils sont semblables. 

i63. Corollaire /. Deux triangles isoscelessont semblables, 
lorsqu'ils ont seulement deux angles homologues égaux , c'est- 
à-dire, ou l'angle du sommet égal à l'angle du sQftimet, ou 
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ToB des angles de la base égal à i'ua des angles de la base. 
Car, 1°. lorsquel'angle dusoinmete&tëgalàPangle dusom- 
mcl , la somme des deux angles de la base est égale à la 
iiunme de^ deux angles de la balte , et par con&éqiient les 
dend-somnieâ sont égales. Donc les deux triangles sont 
«ijuiangles , et par conséquent semblables. 

s". Lorsqu'un angle de la base est égal à un angle de la base, 
l^deux autres angles des ba^s sont aussi égaux. Doncles 
deux triangles ont les trois angles égaux chacun à cliacua. 
Donc, etc. 

On voit au premier coup-d'oell qne tous les triangles égui- 
iitéraux sont semblables , parcequc chacun de leurs angles 
«de Go degrés. 

)64. Corollaire .11 . Deux triangles quelconques sont 
Kfflbjables lorsqiTik ont les cfliés parallèles chacun à cha- 
aiij parcequ'ayant les eûtes parallèles, ils ont les angles 

i65. Corollaire II/. De même deux triangle* sont sem- 
Hible^ lorsqu'il» ont les cAtés perpendieulaires chacun à 
cWun ; car soient les deux triangles ABC, DEF(Fig. iiz), 
tds que DF est perpendiculaire à AC , ED prolongé est 
perpendiculaire à AU , et EF est perpendiculaire à BG pro- 
longe : ces deux triangles sont équiauglss. En effet , la soniRie 
de* quatre angles du quadrilatère AMDN vaut quatre angles 
(Iroils (73)- Et comme les angles M et N sont droits , il s'en- 
niit que a/ig. CAB+ ang. MDN =: deux angles droits. Or 
(îo) ang. MDN ■+- ang. FD£:= deux angles droits. Doiui 
ûn^.FDE=a«^- CAB. On démontrera de inèrae, aumoyeu 
Al quadrilatère OCMF, qui a deux angles droits, que l'an- 
^ F est ^gal à l'angle C. D'où il suit que nos' deux triangles 
wttûtu les angles égaux chacun à chaepn, et sont par con- 
tinent semblables. 

On rema'rquera , au sujet de ces sortes de triangles, 
loe les cOtés homologues sont perpendiculaires l'un à 
l'iutre. _ : 

Nous observerons encore qne la perpendicuiarïté réci- 
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roqne de tous les cikés des deux triangles est nécessaùffi 
oiir pouvoir en conclure que ces deux triangles S qnt senw 
labiés. Si un triangle avoit seulemenE deux c^tés perpeiMl»;^ 

culaires sur deux c<Vtés d'un autre trianglf; , on ne pourroî^ 

pas conclure de ta qu'ils sont semblables, 

166. Théorème II. Deux triangl&t sont semblables. Ion- 
^'ils ont un angle égal compris entre câtéi propori 
tiannels. 

Deuï triangles qui ont un angle égal compris entre côt^ 
proportionnels peuvent être représentés par les deux tria 
glcs ABC , ADÊ ( Fig. 1 13 ) , qui ont l'angle commun A , 
dans lesquels on a la proportion , AB : AD : : AC : AË. Or^ 

' à cause de cette proportion , les bases BC , DE , sont paral- 
lèles (i47j II- cas). Donc nos deux triangles ont tous les 
«ngles égaux chacun à chacun (63), eï sont par conséqueiSk' 

.•einblables. 

67. "Corollaire. Si ou suppose que le triangle BAC eM 
isoscele ouéquilatéral, et qu'ayant pris sur les côtés égaux 
AB , AC , prolongés s'il est nécessaire , les ligotas AD , AE i 
égales entre elles, on mené la droite DK: le triangle DÀË 
sera aussi isoscele ouéquilatéral; car il sera semblable aw 
triangle BAC , puisque ces deu-c triangles ont im anglA 
^gal ou commun , et les càcés proportionnels autour de ceb 
angle. 

168. Tliéoi-ême Ul. Deux triangles ABC, GHK(Fig. iiS- 
et 114), sont semblables lorsqu'ils oae les cétès proportion- 
nels chacun, à chacun. , c'est-à-dire , lorsifu'ofi a , AB ; GH " 
AC:GK:: BC:HK. 

Prolongez deux côtés quelconques AB , AC , de l'un des 

triangles , jusqu'à ce qit^ls deviennent égaux chacun à chas 

I cun des côtés qui leur correspondent dans la suite donnée ,- 

F e'est-à-dire , de manière qu'on ait AD ^: GH , AE =^ GK , 

et tirez DE: on aura, AB : AD :: AC : AE. D'où il suir 

(166) que les deux triangles ABC, ADE, sont semblable».' 
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AitM ces triangles Jonnent , AB : AD : : BG ; DE. Or (hyp.) 
aaa AB : GH ou AD ;: BC : HK. Donc on aura DE— HK. 
Par conséquent les deux triangles ADE, fîHK, qui ont If a 
mÂ cAcéâ égaux chacun à chacun , sont parfaitement éganx. 
Ainsi , puisque ADE est semblable à AllC , il s'ensuit que 
âHK.est atMsi semblable à ABC. 

i6g. Problème. Construire un triangle semblable à ua 
triatt^e donné AhC {F\g. ii3). 

H y a trois manières de résoudre ce problème , fondées 
sar les articles 162, 166, 1G8. 

i. Manière. Sur une droite EF (Fig. 110), donnée de 
grandeur ou prise arbitrairement, faîtes (108) en E et F les 
angles DEF, DFE, égaux chacun à chacun des angles 
AUC, ACB. Le triangle DEF sera scmblacle au triangle 
ABC (1 6a). 

II. Manière. Prolongez , s'il est nécessaire , les eûtes AB , 
AC (Fig. n5}, du triangle donné j^BC ; et iiyant pris sur 
AS la droite AD de grandeur donnée ou arbitraire , menea 
DE parallèle à BC : le triangle ADE sera semblable au trian- 
gle ABC (166). 

lU. Manière. Prenez une droite GH(Fîg, 114I de gran- 
deur donnée ou arbitraire , et cherchez (i56) deux quatriè- 
mes proportionnelles, l'une aux trois lignes AB, AC, GH, 
l'autre aux trois lignes AB, BC, OH. Je suppose'qne GK et 
HK soient ces deux quatrièmes proportionnelles : du point 
G comme centre, avec le rayon GK, décrivez un arc dft 
cercle ; du point H comme centre , avec le rnj on HK , de- 
icTirez un second arc de cercle, qui eoupera le premier en 
no point K ; et le triangle GHK sera semblable au triangle 
A»C{i68). 

'170. TTiéoréme iV. Les périmètres de àeux trian^lex 
«fl»iA&iW«.ï ABC, DEF(Fig. \\^ gX wQk) , soat entre eux , 
eomine leurs calés homologues , cesc-à-fîire qu'on a , 
AB + BC + AC:DE + EF + FD-.: AB:DE. 

Puisque les deux triangles ABC, DEF , sont semblables , 
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a a cette suite de rapports égaux {142)", AB :DE :: BC ;] 

" : . C A : FD. Dcwic , par la âiéorie des proportions , AB- 

lïC + CA:DE-*-EF + FD:: AB:DE. 

I . Ou voit par la même théorie , <]ue la somme de deui 

* côtés du premier liiangle est à la somme des deux côté* 

homologues du second , couune ua cûté quelconque <IA 

premier ti-iaugle est au côté homologue du second, 

171. Théorème V. Les surfaces de deux triangles sem^ 
iiaèies A B C , D E F j sont entre eÙvs somme les qitarrés de 
leurs côtés homologues. 

Le sens de cet éiumcé est qu'il y a Je même rapport entre 
la surface du triangle ABC et celle du triangle DEF,qil'eOi; 
tre la surface d'un quarré qui auroil , par exemph 
pour côté, et celle d'un quarré qui aurait DE pour c6t^| 
les côtés A B et DE érant homologues l'un à l'autre. Ceqâî 
s'espriine ainsi, ABC : DEF :: (AB)* : (DE)'. 

Pour le démontrer , des angles homologues A etD , abaissez 
les perpendiculaires A O ', DQ , sur les côtés oppoSéK 
L'espression de la surface du triangle ABC ^^^ 

et celle de la' surface du triangle DEF, est — [ 128 

ÎJr, les deux triangles rectangles AOB, DQE, qui o^ 
tous les angles égau\ cJiacun à chacim , et qui sont pa^ 
conséquent semblables , donnent , A O : D Q : : A B : D E^ 
et la similitude des deux triangles proposés , ABC, DEF, 
'.ïonneBCrEÏi' :; AB:DE. ' ,, * 

Ecrivons ces deux proportions l'une au-dessous de l'aitp 
Ixe , et multiplions-les ensemble, terme à terme, nous ^^- 
rotis cette autre proportion , AO X BC : DQ x EF ;; 
AB X ABou{AB)' : DE x DE ou (DE)'. Donc, en di- 
visant les deoï premiers termes, par a , ce qui n'en changn 

, , ' , . AOxaC \ , ,j„^ DQX^,._j, 
pas le rapport, on aura, -^^^-^ oU ABC : -^ cta 

DEF :: (AB)' :;(PEjv'* 'Vr'. ; ' ■' ■ . ■ ï.A. 

72. Corollaire. Les deux triangles partiels A O B , A O C 
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lijiii composent la surface du triangle ÂBC^ étant sem- 
blables chacun à chacun des triangles partiels DQË^ I^QF> 
fm composent la surface du triangle DEF y on aura ces 
aites de rapports égaux : 
ÀOB : DQE :: (AB)' : (DE)% 
AOC : DQF :: (ACy :(DFy :: (AB)":(DE)\ 
D'où ron voit que les surfaces des triangles partiels corres- 
pondants , dans lesquels les deux triangles ABC^ DEF^ 
vsDSi divisés par leurs hauteurs ^ sont entre elles comme les 
fuarrés de deux c6tés homologues. 

173. Remarqué. Si les deux triangles ABC , DEF, sans 

être semblables, avoient cependant les deux angles B et E 

^anx , leurs surfaces seroient entre elles comme les produits 

des c6tés qui comprennent ces angles égaux , c'est-à-dire , 

gtt'onauroît,ABC:DEF :. AB x BC : DE x EF; caries 

deux angles B et E étant égaux y les deux triangles rectangles 

AOB, 13 QE, sont semblables à cause des angles O et Q 

égaux. Donc on a , AO : DQ :: AB : DE. Multipliant par 

oidre cette proportion , terme à terme , avec la suivante 

^ EP Txn T7T? AOXBC DQxEF 
— : — ::BC:EF, on aura. ouABC: — ^ 

ouDEF :: AB x BC :DE x EF. 

II en est de même pour les parallélogrammes. Les sur* 
faces de deux parallélogrammes qui ont un angle égal^ 
•ont entre elles comme les produits des cAtés qui compren- 
nent l'angle égal^ parce qu'un parallélogramme est double 
d'un triangle de même base et de même hauteur, et que 
les touts sont entre eux comme leurs moitiés. 
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SECTION III. 

'Caractères de la similitude <le deux polygones J 
rapports de leurs périmètres ou portions de péi 
rneCreSf et de leurs surfaces ou portions de sur- 
faces. 

174- Théorème I. tieux polygones quelcùrnjues 
ilables , sont composés d'u/i même nombre de triangles 
semblables chacun à chacun , et semblahlement situés danM; 
Tespace. 

Et l'éciproquement , lorsque deux polygones sont com*\ 
posés d'un. mi:me nombre de triangles semblables et jenbla--, 
bîenient situés dans V espace , ils sont semblables. 

En effet, i". soient les deaxpolygones semblables ABCDE, 
FGHIK , ( Fig. 1 »7 et 1 18 ). Si on y prend deux points ilS, 
et N , tels que menant aux angles homologues A et F 
BetG, les droites M A etNF, MB et NG, tes deux trian- 
glesMAB, NFG, soient semblaTiIes : qu'ensuite on tireà 
tons les autres angles des deux polygones les droites M C c*i 
NH, MD et NI, ME et NK : tous les autres triangle» 
MBC et NGH, MCDet NUI, MDE et NIK,MEA« 
et N K F, seront aussi semblables chacun à chacun ; car le» 
angles B et G des deaX polygones étant tîgaux , et les an- 
gles ABM, FGN, desdeux triangles semblables M A B ^ 
N F G , étant ^anx , il est clair qu'en retranchant les deM 
niers angles des premiers, les angles restants MB C, NGH 
seront égaux. De plus les triangles semblables M A B , N F G 
donnent MB : NG :: AU : FG ; et, à cause de la similitude 
des deux polygones, onaAB ; FG :: BG : GH. DoncMB : 
N G : : B C : G H. Ainsi les deiLx triangles M B C , N G H , qui 
ont un angle égal compris entre côtés proportionnels , sont 
semblables (166). On démontrera de même que les deux 
triangles MGD, NHI, sont semblables ; ainsi de suite»): 
D'ofi l'on voit que nos deux polygones sont composés d'uiv 




tnAme nombre de triangles semblables , et qui ont l«iira 
Mnimets placés en deux points correspondants M rt N, 
CB qui sont semblablement skuiM dans l'espace. 

a". Réciproquement , si tous le» triangles M A B, M B ( I , 
MCD , etc. sont semblables chacun à chacun des triangles 
NFG, NGH, NHI,etc. les deux polygone» semm seoi- 
blaNei : car d'abord ces deux polygones auront évidemment 
tous leurs angles égaux chacun à chacun , puisque ces angle» 
»nt composés d'angles égaux. De plus les deux triangles 
wmblab!esMAB,NFG,donnent,AB:FG :: MB:NG; 
ks deux triangles semblables MBG, NGH, donnent MB : 
NG :: lïC : GH :: MC : NH ; les deux triangles semhlabies 
MCD, NHl, donnent MC : NH :: CD : Hi :: MD : NI; 
«mi de suite. Donc , en ne prenant dans toutes ces suites , 
ob il règne le même rapport , que les termes dont on a be- 
«mi,onaura AB:FG :: BC : GH :: CD : Hl ::, etc. Ainsi 
1rs denx polygones ont les côtés proportionnels autour de* 
ngies égaux, et sont par conséquent itemblables. 

175. Cor»lleire I. Il peut arrivwque les deux points M et 
N tombent sur les sommets de deux angles correspondants 
dans les deux polygones , par exemple , sur les points A et F ; 
alop» les deux polygones étant supposés s«nblables , ibus les 
triangles dans lesquels on partagera le premier , en menant 
de l'angle A des diagonales à tous les autres anf;!es , seront 
semblables chacun à chacun des iTiaiigles dans lesquels on 
partagera le second polygone , en menant de l'angle F des 
diagonales à tous les autres angles. Et réciproquement, si le» 
triangles dout il s'agit sont semblables chacun à chacun , les 
deux polygones seront semblables. 

176. 'Corollaire II. On voit |>ar là qu'étant donné un poly- 
gon« ABC3>E , si ob veut construire un second polygone 
PGHIK qui lui soit semblable , la question se réduira à par- 
tager le premier polygone en triangles ■ée la tuaniere la plus 
commode , et de faire ensuite un polygone qui soit composé 
d'ÔD même «ombre de triangles âewMab)«s cliàeuh k ehacuu 
^cMk da ^iTemier pt^ygowe proposé, et semblablemem 
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Jis{U>$4s*, Or, nous avions donaé en général (t6^) la manî^i^^ 
de faire un tilangle semblable à un autre , et on est m^^re 
d^ailleurs de donner à un triangle t^e situation qu'on Jirou^ 
dra dans l'espace. Ainsi nom avons tous les moyens néces- 
saires pour construire un polygone semblable à un autre. 

Les c6tés du second polygone peuvent avoir tel rapport 
qu'on voudra avec ceux du premier : c^ rapport sera celui 
qu'on aura établi d'abord entre les deux premiers côtés. 
Ainsi , par exemple , si l'on suppose que , AB et FG étant les 
deux premiers côtés homologues des deux polygones ^ on ait 
fait FG égal à la centième partie de Afi^ diacun des. autres 
côtés du polygone FGBUK. sera la centième partie du côté 
qui lui correspond dans le polygone ABCD£. 

C'est sur ce principe qu'est fondé l!art de lever les plans.. 
Le polygone ABCDE étant supposé représenter un terrain , 
on l'exprimera sur le papier en y construisant un polygone, 
semblable FGIIIK , dont les angles se déterminent au moyen 
d'un instrument appelé rapporteur ^ et dont les côtés ont une. 
grandeur relative aux mesures prises sur le terrain , laquelle 
se détermine par ï échelle , comme il a été dit (29). 

177. Théorème II. Les circuits de deux polygones sem". 
blableS ABCDÈ , F GHiK , sont entre eux comme leurs côtés 
homologues. 

Xes.deux< polygones étant semblables ^. on a cette suite de 
rapports égaux, AB:FG :: PCrGH :: CDiHI:: DE.\ 
IK :: EA : KF. Donc > parla théorie des proportiqn^, AB -f-, 
BG4-CDrf-DE + EA:FG4-GH-^HJ-f-IK + KF ::. 
AB : FG. 

__^e 

178. Remarque. Il est clair de même que la somme d'un 
nombre quelcpi^que de côtés du premier polygone , est à la 
somme d'un pareil nombre de côtés correspondants /du sen 
cond y comme un côté quelconque du premier est ^u côté 
homologue du second. ' . . ..;:'' 

,,.179^ jC^rq^/^/r^. D.euscçirconféreiiceside cejdes. sont (entré, 
elleîr comme leurs rayons* Car imaginons que les deux cçrcles. 
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lient le même centre O (Fig. 1 19) ; qu'on inscrive dans l'un 
le polygone régulier ABCDE^ etc., qu'on tire les rayons 
OA, OB , OC, etc., qui rencontrent la seconde circonfé- 
rence aux points a , b , c, d , etc. , et qu'on mené les cordes 
cbybc, cd , etc. : les deux polygones ABCD , etc. , ahcd , etc., 
leront semblables, puisqu'ils seront composés d'un même 
nombre de triangles semblables chacun à chacun , qui ont 
tous leur sommet au centre O , et pour bases les côtés des 
polygones. Donc AB -f- B C H- CD -f- etc. : ab -+- hc -hcd-i- 
etc. :: AB :ab :: OA : Oa. Or, si l'on suppose que les nom- 
bres des côtés des polygones augmentent à l'infini, leurs 
contours se confondront avec les circonférences : donc les 
circonférences sont entre elles comme leurs rayons. 

180. Remarqué. On voit de même que deux portions cor- 
respondantes des deux circonférences , c'est-à-dire , deux por- 
tions A.xR,ayb , comprises entre les côtés des mêmes angles, 
sont entre elles comme les rayons. 

On appelle les portions correspondantes de deux circon- 
férences , arcs semblables • 

181. Théorème III. Les surfaces des deux polygones sem» 
hlables ABCDE, FGHIK (Fig. 1 17 et 1 18), sont entre elles 
comme les quarrés de leurs côtés homologues* 

Imaginons que des deux points correspondants M et N 
dans les deux polygones on a mené des lignes MA et NF, 
MB et NG , MC et NH , etc. , à tous leurs angles homolo- 
gues ; les deux polygones seront composés d'un même nom- 
bre de triangles semblables chacun à chacun et semblable- 
ment disposés. Or, à cause de la similitude de ces triangles 
et de celle des polygones , on a ces différentes suites de rap- 
ports égaux , 

MAB : NFG :: (AB)' : (FG)^ (171) :: (BC)" : (GHy (145^.) , 
MBC : NGH :: (BC)^ : (GH)^ :: (CD)' : (HI)% 
MCD : NHI :: (CD)' : (HI)' :: (DE)^ : (IK)' , 
MDE : NIK :: (DE)' : (IK)' :: (EA)' : (KF)', 
MEA : NKF :: (EA)* : (KF)' :: (AB)' : (FG)'. 
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Et comme dans toutes ces suites il règne ëvidemment ta 
même rapport^ nous en pourrons conclure celle-ci, où il 
nVntre que les termes dont nous avons besoin > 
MAB:NFG::MBC:NGHi:MCD:NHI :: MttEl : 

NIK::MEA:NKF. 

Donc,MAB4-MBC4-MCD4-MDE4-MEA:NFG-l- 
NGH 4- NHI 4- NIK 4- NKF :: MAB : NFG :: (AB)' : (FG)\ 
Or la première partie de cette proportion est la surface du 
premier polygone , et la seconde est la surface du second 
polygone. Donc ces surfaces sont entre elles comme les quar- 
rés des côtés homologues AB , FG. 

i8a. Remarque* Pareillement les surfaces de deux por^ 
tions correspondantes des deux mêmes polygones sont entre 
elles comme les quarrés de deux côtés homologues. 

z83. Corollaire * Les surfaces de deux cercles sont entre 
elles comme les quarrés de leurs rayons; car ées cercles 
(Fig. iig) peuvent être regardés comme des polygones ré- 
guliers semblables j qui ont une infinité de côtés , et qui sont 
composés de triangles semblables chacun à chacun^ dont les 
rayons OA^ Oa , sont les côtés homologues. 

i84» Remarque. On voit semblablement que les surfaces 
de deux secteurs semblables OAxBO, OaybO , sont entre 
elles comme les quarrés des rayons OA^ Oa , puisque ces sec- 
teurs sont composés d'un même nombre de triangles sem* 
blables chacun à chacun» 



CHAPITRE III. 

Propriétés particulières du triangle recùangle ; usa^e 
(le ces prupriélés. 

i85. Thëorême I. Dans tout triangle rectangle BAC 
(Fig. 120), letjitarré BCEG, consiruù sur l'hypoténuse 
BC, est égala la somme des quarrés ABIH, ACKL, con- 
siruits sur les càeés A}i , AC , ou , en d'autres termes, (BC)';=: 
(AB)'^-(AC)'. 

De l'angle droit A, abaissez sur l'hypotënuse BC la per- 
pendiculaire AD, que vous prolongerez jusqu'à ce qu'elle 
rencontre GE en F; du même angle A, et de l'angle C , 
menez les droites AG , CI : les deux triangles ABG , IBC , 
(Ont parfaitement ég ux (49); car AB — IB, BG:^BC, et 
[angle ABG^ /'nn_^/e IBC, puisque chacun de ces angles 
€st composé d'un angle droit et de l'angle ABC. Or (124) le 
triangle ABG est la moitié du rectangle DBGF qui a même 
base BG et même hauteur BD que lui; et le triaugle IBC est 
la moitié du quarré ABIH , qui a même base IB et même hau- 
teur AB que lui ; donc les moitiés étant égales, les touts sont 
aussi ^gauv ; c'est-à-dire que le rectangle DBGF est égal au 
quarré ABIH. On démontrera semblabtement que le rec- 
tangle DCEF est égal au quarré Af^KL : d'où il suit que 
leqaarré BCEG est égal à la somme des quarrés ABIH, 
ACKL. 

186. Remarque. Entre plusieurs autres manières de dé- 
montrer ce théorème , en voici une qui est fort simple. 

Les deux triangles rectangles BAC, BDA, sont sembla- 
bles, puisqu' outre les angles droits égaux A et D , ils ont l'an- 
gle commun B. Donc BC:AB :: AB:BD; ce qui donne 
t'équation BC X BD^^(AB)'. De même les deux triangles 
rectangles semblables CAB, CDA, donnent BC : AC :: 
AC : PC î et l'équation BC X DC = (AC)'. Ajoutant ensem- 






ble CPS deus équations, on aura IIC x UD + BC X t)Cï 
(AU)' + (AC)', ou BC X (liD -H DQ — (_AB)-+ (AC)% ou ei 
fiiiCBC)'=:(AiJ)'-l-(AC)'. 

187. Corollaire f. i".Entîraiii]aracmequarrée de cbaqiU) 
mejnbre de la dernière équation, on a liCc^i^- [(AB)* -" 
(AQ'j. D'où l'on voit que pour trouver l'expression dei 
racine ou du côté d'un quarré égal à la somme de deux aum 
quarrés, il faut construire un triangle rectangle qui a 
pour eûtes conligus à l'angle droit les côtés de ces deux 
quarrés , et mener l'hypoténuse ; cette ligne sera l'expressiott 
demandée. 

a". De la même équation (BC)*:=(AB)'-|-(AC)',on tiffl 
{AB)'=(BC)-— (AC)', et AB = i/ [(BC)' -(AC)']. D'où 
l'on voit que , pour avoir la racine ou le côté d'un quarré égal 
k la dilTérence de deux autres quarrés , il faut construire un' 
triaugle rectangle qui ait pour hypoténuse le côté du plus 
grand de ces quarrés , et pour un de ces côtés le côté du se- 
cond de ces mêmes quarrés : le troisième côté sera la racine 
demandée. 



38i Corollaire //.Le quarré BCEG, et les deux rectan- 
BDFG,DCEF, ayant même hauteur BG, sont entre 
eii:i(ir'.9l comme leurs bases BC, BD, DC; c'est-à-dire qu'on 
a BCEG : BDFG : DCEF : : BC : BD : DC. Donc, à cause de 
BDFG=^ABlH,etde DCEF i^ ACKL, on aura, BCEG : 
ABIH : ACKL : ; BG : BD : DC. Ainsi le quarré construit sur 
' lypoténuse, et les quarrés construits sur les deux autri a 
ï , sont entre eus comme l'hypoténuse et ses segments dé- 
linés par la perpendiculaire abaissée de l'angle droit sur 
'hypoténuse. 

i8g. CoroUnire III. Si dans un quarré MNPQ(F!g. 121), 

m mené la diagonale MP, elle partagera ce quarré en deux 

r&Iangles rectangles îsosceles MNP , MQP , parfaitement 

"^auxîet on aura (MP)°:=^(MN)* -h(KI')'=2(MN}', Donc 

=MN X i/a.D'ûùrontire la proportion, MF :MN:: 

: 1 . Ainsi la diagonale du i^uarré est au côté dar.s le rap- 
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port de v^ a à 1 : rapport qui est incommensurable en nom- 
bres , parcequ'on ne peut pas assigner de nombre rationel 
qui exprime exactement la racine quarrée de a. 

190. Thëorémell. SI d'un point quelconque A {Fig* 122) 
iune demUcirconférence y on mené aux extrémités du diu" 
marre BG , les cordes AB , AC , et perpendiculairement au 
iianietre la droite AD (qu'on appelle ordonnée)^ laquelle 
détermine les parties BD , DC ( qu^on appelle abscisses ) : . 

1**. ChUque corde sera moyenne proportionnelle entre le 
diamètre et F abscisse correspondante, 

a®. L'ordonnée sera moyenne proportionnelle entre les 
deux abscisses. 

En effet, 1^. l'angle BAC étant droit (104), si l'on construit 
les quarrés BCEG, ABIH, ACKL, et qu'on prolonge la per- 
pendiculaire AD, pour achever les rectangles BDFG, 
CDFE , on aura ABIH = BDFG , ou (AB)* = BG x BD = 
BC X BD ; et par conséquent BG : AB :: AB : BD. De même, 
(ACy = BCxDC; etBC:AC :: AC.DC. 

2^. Les deux triangles rectangles BDA, ADC, sont sem- 
blables l'un et l'autre au triangle rectangle total BAC dont ils 
font partie, puîsqu'outre les trois angles droits égaux, chacun 
des deux triangles partiels a uil angle aigu commim avec le 
triangle total. Donc les deux triangles partiels sont sembla- 
bles entre eux , et donnent la proportion , BD : AD : : AD : 
DC; ou l'équation (AD)" =BD x DC. 

Ce théorème contient la propriété caractéristique du 
cercle. 

igi. Corollaire. Le quarré du diamètre et les quarrés des 
cordes AB, AC, sont entre eux comme le diamètre et les 
abscisses BD, DC; c'est-à-dire qu'on a la suite, (BC)' : 
(AB)* : (AC)*î :: BC : BD : DC. Cette suite résulte des équa- 
tions (BC)' =BCx BC,.(AB)'= BC x BD, (AC)' = BC x 
DC , qui ont au second membre le facteur commun BC. 

Il en sera de même pour le quarré du diamètre et ceux de 
tant de cordes qu'on voudra , terminées à ses extrémités ; 
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c'est-à-dire que si Ton mené encore les cordes MB y MC , 
OB , OC , et les ordonnées MN , OP , on aura , 

(BC)* : (MB)' : (MC)' :: BC : BN : NC, 

(BC)* : (OB)' : (OC)* :: BC : BP : PC. 

Dans toutes ces différentes suites y il règne le même rapport, 
qui est celui de (BC)' à BC. Par conséquent nous en pouvons 
former cette suite, (BC)' : (AB)' :(AC)' : (MB)* : (MC)' : 
(OB)*:(OC)' :: BC :BD :DC :BN :NC :BP :PC. Ainsi le 
quarré du diamètre et les quarrés des cordes qui partent de ses 
extrémités sont entre eux comme le diamètre et les abscisses 
correspondantes* 

On voit que cette propriété des cordes est fondée sur ce 
que la valeur du quarré de chaque corde a un facteur con- 
stant y qui est le diamètre : les ordonnées n*ont pas dé pro- 
priété analogue y parceque la valeur du quarré de chaque 
ordonnée a deux facteurs variables, savoir, les deux abs- 
cisses, lesquelles varient l'une et l'autre lorsque l'ordonnée 
varie. 

192. Théorème III. Si trois figures semblables fi}mient^ 
par leurs côtés homologues y V hypoténuse et les cotés d*un 
triangle rectangle , la première figure sera égale à la somme 
des deux autres , et ces trois figures seront entre elles comme 
l'hypoténuse et ses segments. 

Car les figures semblables sont entre elles (181) comme 
les quarrés de leurs côtés homologues ; elles ont donc les 
unes par rapport aux autres les mêmes propriétés que ces 
quarrés. 

igS. Corollaire. Comme les demi-cercles sont des figures 
semblables , on voit que si on a trois demi-çercles (Fig. laS) 
qui aient pour diamètres l'hjrpoténuse B C ^ et les côtés AB , 
AC, du triangle rectangle BAC; le demi-cercle BCMB 
sera égal à la somme des deux autres demi-cercles B ANB , 
CAOC ; et que ces trois figures seront entre elles comme 
les Ugnes BC, BD, DC. On voit de plus que si on ôte les 
parties communes au premier demi-cercle et à chacun des 
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l?iix autres, il restera le triangle recUligne BAC égal à la 
(onime des deux lunules APBN A , A M C O A. 

Lorsque le triangle rectangle BAC est îsoscele, les Jeux 
tmtiles deviennent égales ; alors chacune d'elles vaut la 
moitié du triangle BAC, ou , ce qui revient au même , elle» 
peuvent être regardées comme égales chacune à chacun des 
triangles rectangles (égaux) ADB, ADC : mais il faut bien 
remarquer que cette égalité des lunules avec les triangles dont 
il s'agit n'est démontrée que dans le seul cas où le triangle 
rectangle proposé BAC est isoscele. 

Hypocrate de Chio est le premier qui ait donné cette 
détermination des lunules , qu'on appelle en conséquence 
les lunules âliypocrate, 

194- Problème I. TrouveT une ligne qui sait moyenne pro- 
pornonnelle entre deux lignes données BG, KH(Fig. ia4)" 

Il y a deux manières de résoudre ce problème , fondées 
l'une et l'autre sur l'article 190. 

/. Manière. Divisez (41) 'a plus grande BC des deux 
lignes proposées , en deux parties égales au point O ; de ce 
p<Mnt comme centre, avec le rayon OB ou OC, décrivez 
un demi-cercle; portez la seconde ligne KH de B en D; 
par le pointD élevez au diametreBCIaperpendicuIaireDA, 
qui rencontre la demi-cîrconférence au point A ; tirez la 
corde A B : cette corde est la moyenne proportionnelle 
cherchée. 

//. Manicre. Mettez bout à bout les deux lignes propo- 
tées B C , K H ; sur leur somme B H ( Fig. 1 aS ) , comme dia- 
mètre, décrivez un demi-cercle; par le point C ou K , où les 
deu\ ligues s'unissent, élevez an diamètre BH la perpendi- 
culaire ou ordonnée CM : cette ligne est encore la moyenne 
proportionnelle chercliée. 



ig5. Problème IL Etant données plusieurs figures sem- 
blables , construireune nouvelle Jiguretjuileur soit semblable, 
gui soit égale à leur somme. 

mencez par déterminer les lignes homologues des 




u 



figurps proposée». Soient AIJ, AC{Fig. tzG), les lignes hi 
mologues de deux de ces figures ; mettes ces deux lignes 
augleii flroîts , ce qui se fait en élevant à l'extrémité de l'ut 
une perpend'Citlaire égale à l'autre ; tirez l'hypoténuse li' 
du triangle rectangle BAC;surBC, comme ligne hom( 
logue à AIÎ et à AC , construisez ( 176) une figure 
blable aux deux premières : cette figure sera égale { 1 
leur somme. Aiitsi ou aura d'abord ime figure égalf 
somme de deux autres. Soit CD la ligne d'une troisième 
figiu'e , homologue k A B , A C ^ B C ; mettez B C et C D k 
angles droits ; tirez l'hypoténuse BD du second triangle 
xectangle BC D ; sur DD , comme ligne homologue aux pre- 
mières lignes , construisez une nouvelle figure semblable au* 
précédentes ; elle sera égale à la somme des deu?. figures 
construites sur B C et sur C D , ou à la somme des trois figures 
construites sur A B , A C , CD. En contiimant d'opérer tou-, 
jours de même , on parviendra à construire une figure qui 
sera égale à la somme d'un nombre quelconque de figurcs^ 
semblables , et qui leur sera semblable. 

196. Remar(jne. Comme toutes les lignes homologues, 
dans les figures semblables sont proportionnelles, il faut pro- 
fiter de la liberté qu'on a de choisir les ligues les pins com- 
modes pour la construction. Si , par exemple , les figures à- 
ajouter sont des cercles , les ligues les plus commodes pour 
la construction sont les rayons ou les diamètres, et il con- 
viendra de les y employer. 

97. Problème III. F tant données deux figures semblrt- 
iles, construire une troisième fimtra semblable, égale à leur 
âi/férenc. 

Soient AB, BC (Fig. 127), les lignes homologues des» 
deux figures proposées. Elevez à l'une des extrémités A de la 
plus courte ligne AB la perpendiculaire indéfinie AX; de 
l'autre extrémité B de ABj comme centre, avec le rayon- 
BC, décrivez un arc de cercle qui coupe AX au pointC;.' 
tirez B C ; sur A C , comme ligne homologue ùABetàBCj 
constniisez une figure semblable aux deux figures proposées ^. 
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I(ilesera égale à leur difTérence. Car le triangle BAC étant 

Itectangle en A , la figure construite sur BtJ est égale à la 

; des figures construites sur AB etsupAC {192) ; et 

Inconséquent la figure coiislniite sur AC est égale à la 

ifférence des figures construites sur BC et sur AB. 

I. Problême IV. Construire une filtre semblable à une 
_ ee qui ait avec elle tel rapport qu'on voudra. 
>Supposons que la figure proposée doive être à la figure 
demandée , comme le nombre entier quelconque p est au 
umbre entier quelconque t/. Il peut arriver que l'on aie 
^ q oup > q ; ce qui fait deux cas. 

Cas , où P < ^' Sur une ligne indéfinie AZ(Fig. 12SJ , 
lorte , à compter d'un point fixe M , autant de ligues 
les et de grandeur arbitraire j qu'il y a d'unités dans p , 
et autant des mêmes lignes qu'il y a d'miités dans q. Je sup- 
pose que MO représente la première somme, MN la seconde, 
on qu'on ait la proportion , MO : MN :: p : q. Je décris , 
Mr MN comme diamètre , un demi-cercle ; par le point O 
féleve perpendiculairement à MN la droite OB , qui coupe 
la demi-circonférence au point B ; je tire les cordes BM , 
BN. Sur la première je prends la partie BC égale à l'une des 
Egnes de la figure proposée ; et ayant mené CD parallèle à 
MN, je construis sur CD, comme ligne homologue à BC, 
nne figure semblable à la figure proposée : cette nouvellr 
figure est la figure demandée. Car nommons X la figure pro- 
posée , Y la figure construite : on a ( 192) , X : Y :; (BC)' : 
(CD)' :: CK :CD. Or( 1^4), CK r CD :: MO : MN :: 
p : q. Donc \:Y :: p : q. Ainsi Y est la figure demandée. 
U. Cas ,oi\p > q. Sur la ligne indéfinie AZ ( Fig 129), 
je prends les deux parties MO , ON , telles que l'on ait 
MO : ON :: p:q. Je décris avec le diamètre MN un demi- 
ecrcie ; j'élève OB perpendiculaire à MN , et je mené les 
cordes BM , BN. Sur la première je prends la partie EC 
égale à l'une des lignes de la figure proposée ; et ayant 
mené CD parallèle à MN , sur BD , comme ligne homologue 
à BC , je construis ime figure semblable à la figure propo- 
sée ; cette nouvelle figure est la figure demandée. Car^ 







OSOMETRIZ. 

Lommaiit X la figure proposée , Y la figure construite , on 
:.92),X:Y::(BC)':(BD)' :: CK ;KD.Or,CK : KD :: ' 
MO : ON :•■ p:q. Doue X:Y :: p lej. Donc Y est la figure 
demandée. 




199. Corollaire. De là oa voit la manière de trouver la 
Valeur d'une expression de c^tte forme A X V/ ^ i dam 
laquelle A représente une ligne , p et q des nombres ei^ 
tiers quelconques ; car cette expression est la même que 
celle-ci 1/ -A'; et la question se réduit à trouver la ra- 
cine ou le côté d'un quarré qui soit au quarré construit 
L aur la ligue A , comme p est à 

I 



aoo. Problème V. Ecant d innées deux égares scml/la-^ 
Mes X , Z C Fig. i3o et iSa) , construire une figure Y 
(Fig. i3i) qui leur 3oit semblable et moyenne propor^, 
tion'ielle cntriâ elles. 

Soient AB , CD , EF , trois lignes homologues dans \eé[ 
trois figures semblables X , Y, Z. On a (181) X : Y : Z 
( AIÎ)' ; (CD)' : (EF)'. Donc , puisque Y est moyenne pro-t 
portionnelle entre X et Z , ou qu'on a la proportion X ^ 
Y;: Y:Z, on aura (AB)' :(CD)' :: (CD)' :(EF)'. Doncs; 
AB : CD :: CD : EF, Ainsi la question se réduit à trouver; 
( 194) u^c moyenne proportionnelle CD entre AB et EF 
et k construire sur CD , comme ligne homologue à AB ou, 
à EF , une figure semblable aux deux figures proposées 
opération qui ^'exécutera par l'article 17G. 

SOI. Corollaire. La proportion continue -^ ABiCDs. 
I EF, (ioime (théorie des proportions), (AB)' :(CD)' :: AB^ 
LeF, et(El')" :(CX))* :: EF : AB. Donc , puisqu'on a X: 
fï:: (Ali)': (CD)', et Z:Y::(Er)' :(CD)', on aura X: 
lit:: AB:EF,etZ:Y :: EF : AB. D'où l'on voit que, ro 
l. noîssaut les lignes homologues AB , EF , des deux figui 
, proposées j et l'aire d'une de ces figures , ou coouoîtriC 
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l'aire de la figure moyenne , puisque cette aire est l'un 
des termes d'une proportion dont trois sont c 



CHAPITRE IV. 

Continuation du même sujet; valeur de certains 
quarrés relativement aux lignes ou portions de 
lignes sur lesquelles ils sont construits, 

303. Théorème I. ij E qiiarré d'une ligne BC (Fig. i33), 
composée de deux partii-s BD , DC , esc égal à la somme des 
quarrés de ces deux parties , plus au double pradiiit de l'une 
par Vautre ; c'est-à-dire t/ue (BC)' =(BD)' + (DC)* + 2BD X 
DC. 

Sur BC , comme diamètre , dëcrivez le demi-cercle BAC ; 
par le point D élevez la perpendiciilaire DA , et tirez les cor- 
des AB , AC. A cause des trois triangles rectangles BAC , 
BDA , ADC , on aura les équations , 
(BC)'=(AB)--i-(AC)-, 

(AB)' = CAD)- + (BD)', 

(AC)'=(AD)'-t-(DC)\ 
Mettant dans ia première , pour (AB)' et (AC)' , leurs valeur» 
tirées des deux autres, on aura (BC)'=(BD)' -(-(DC)' + 
a{AD)'. Mettant encore pour (AD)' sa valeur BD x DC 
( igo ) , on aura (BC)' =^ (BD)' + (DC)' h- 2BD x DC. 

2o5. Corollaire. L'équation précédente donne (BD)' = 
(BC)' — (DC)* — aBD x DC, Mettant dans le second mem- 
bre pour BD sa valeur BC—DC, on aura(BD)'=(BC)' — 
(DC)'— aBC X DC +2(DC)' =(BC)' -h (DC)' — aBG x 
DC. 

D'où l'on voit que le quarrê d'une ligne BD égale à la dif- 
férence de deux autres BC, DC, est égal à la somme des 
quarrés de ces deux lignes , moins le double produit de l'une 
par l'autre. 

Amfii le quarré de la somme ie deux lignes et le quarré de 
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la (IKTërence de deux lignes contiennent les mêmes parties > 
savoir, les quarrés de ces deux lignes, et le double produit de 
Tune par l'autre, et ne différent que par le signe qui précède 
ce dernier produit. 

204. Théorème II. La différence des quarrés de deux 
lignes DC , DB ( Fig. 1 33 ) , est égale au produit de la somme 
de ces deux lignes , multipliée par leur différence ; cestràr^ 
dire que 

(DCy — (DBr = CDC + DB) x (DC— DB). 
Mettez les deux lignes DC, DB, bout à bout; sur leur 
somme BG , comme diamètre , décrivez un demi-cercle ; 
par le point D élevez sur BG la perpendiculaire DA , et tirez 
les cordes AB , AG. On aura (DG)* = (AG j^ — (AD)^ ; (DB)' 
= CAB/ — (AD)'. Donc, en mettant pour (AG)' et (AB)' 
leurs valeurs BG x DG et BG x DB(i9o),(DC)* = DG x 
BG— (AD)%- (DB)*:^ DB X BG -. (AD)',- ce qui donne 
(DG)' — (DB)'= DG X BG — DB x BG= BG x (DG — 
DB) =(DG 4- DB) X (DG — DB). 

205. Corollaire. LorsquWe ligne BG( Fig. i34) est divi- 
sée en deux parties égales au point M , et en deux parties 
inégales au point N ; le quarré de la moitié de cette ligne , 
moins le quarré de la partie comprise entre les deux points 
de division, est égal au produit des deux segments inégaux 
de la même ligne, c est-à-dire (BM)' — (M]M)' = BN x 
NG. Gar (BM)'— (MN)^= (BM+ MN) X (BM — MN) 
= BN X (BM — MN) = BN x (CM— MN) = BN x 
NG. 

206. Théorème III Si dans un triangle obtusangle MQN 
( Fig. iZS) on abaisse de V angle aigu M. la perpendiculaire 
MO sur le côté opposé prolongé , on aura (MN)^ = (MQ)* 4- 
(NQ)^H-2NQ xQO. 

Les triangles rectangles MON , MOQ , donnent 
(MN/ = (MO)* 4- (NO)* , 

(MO)' = (MQ)' ^ (QO)' ; 
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et { aoa ) on a (NO)' = (NQ)' + (QO)^ + aNQ x QO. 
Donc (MN)* = (MQ)" + (NQ)* + aNQ x QO. 

AYERTISSEMENT. 

Dans ce qoî suit ^ je représenterai , pour la facilité des cat 
mis et de l'impression , le côté MN par une simple lettre A ; 
le côté NQ par B ; le côté QM par G ; le segment QO par S. 
Ainsi réquation précédente est la même chose que A* = B* 
+ G* H- aB X S. 

307. Corollaire /. Cette équation donne 2 B x S= A* — 
B* — C*. Donc (en divisant tout par aB) , S=: , 

râleur du segment QO par le moyen des trois côtés du 
triangle. 

Si Ton ajoute ensemble les lignes OQ , QN , et qu'on 
nomme S' leur somme , ou le grand segment ON , on aura 
S'=:B-f-S; d'où résulte (en mettant pour S sa valeur), 

Sz=B H ^g =- g : expression ou il n en- 
tre que les côtés du triangle. 

ao8. Corollaire II. Soit nommée P la perpendiculaire 
MO , ou la hauteur du triangle. Le triangle rectangle MOQ 
donnera P* = C* — S'; équation dont le second membre, 
étant la différence de deux quarrés , a pour expression (204), 
(G-f- S) X (G — S). Ainsi , F = (G-hS) x (G — S). 

A*— B* — C* 
Substituant pour S sa valeur g , on aura P' = 

r A*— B*— C*\ /^ A* — B^— C'\ ,, . 

(^Ch- ^g J^KP Ib )' ^^ (®^ ^^^^'^ 

sant les deux facteurs du second membre ) , P* ==: 
(A^--B*— •C^ + aBxC)X (C X --B— A^+B^ -♦- C^) 

. j . ' • ^r f le lac* 

teur A' — B' — G" h- 2B x G est la même chose que A* 
— ( B' -*- C* — 2B X G ) ; et dans cette expression. B* -f- 
G" — 55B X G est le quarré de G — B ( 3o3 ) ; de sorte que 
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te facteur dont îl s'agît est A* — ( C — B )* , diffërence de 
deux quarrés : il devient donc enfin (A-hC — B) x (A — 
C 4- B )• Semblablement l'autre facteur C X aB — A' -f- 
B* -hC* = (C* + B" + aB X C)— A'=(C -hB)* — 
A' = (C4-B + A) X (Ch-B — A). Donc, en substi- 
tuant les expressions de ces facteurs , on aura P* = 
(A4-C-B)X( A--G-f-B )X(C-f-B-hA)X(C+B-A) „ . 

7g : • 1 u^ant la racme 

quarrée , et changeant un peu Tordre des facteurs on 

^^^ p_ v/[r A+B-4-C)X ( A+B-C) X ( A+C^B) X(C+B-A)] 

aB * 

expression de la perpendiculaire qui tombe ici hors du 
triangle. 

209. Théorème IV. Si , dans un triangle MNQ (Fig. i36) , 
la perpendiculaire MO , abfzissée de l'un des angles sur 
le côté opposé , tombe au dedans du triangle , on aura 
{en nommant Min , A; NQ, B;MQ, C; OQ, S), 

A"=B*-hC' — aB X S. 
En effet on a, à cause des deux triangles rectangles 
MON, MOQ, 

(MNy = (MO)*H-(NO)'; 

( MO )* = ( MQ)- — (OQ)\ 
D'un autre côté, NO étant la différence des lignes NQ, 
OQ,ona (2o3), (NO)"=fNQy H-(OQy— 2NQ x OQ. 
Substituant pour (MO)* et (NO)* leurs valeurs , et 
mettant à la place des lignes les lettres qui les représen- 
tent, on trouvera A*=: B" + G* — 2B x S. 

210. Corollaire /. Cette équation donne aB X S = 

B* -i-C*— A* 
B' -h C" — A'. Donc S= g , où il n'entre que les 

côtés du triangle. 
Si on veut avoir l'autre segment ON, que je nomme S', 

on trouvera S'=B — S=B— f— t^g )— 
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ail. Corollaire IL En nommant P la perpendiculaire 
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MO p et opérant entièrement de même que dans Tarticle 
ao8, on trouvera 

p— \/[ (A-f.B+C)XCA+B— C)X(A-f-C— B^XCCh-B— A)] 

aB 

Par où Ton voit , en comparant les valeurs des deux 
perpendiculaires (Fig. i35 et i36), qu'elles sont entière- 
ment semblables. De là nous pouvions former ce théorème : 
La perpendiculaire abaissée d'un angle quelcoitque dun 
Iriangle sur le côté opposé , prolongé s'il h faut , est toujours 
représenlée par une fraction qui a pour numérateur la ra» 
me du produit de la somme des trois côtés du triangle^ . 
multipliée par les trois différences d^ la somme de deux 
côtés au troisième côté , et pour dénominateur le double 
du côté sur Lequel , ou sur le prolongement duquel, tombe 
la perpendiculaire» 

ftiâ. Remarque. Le tracé graphique d*un triangle montre 
vaoL yeux si la perpendiculaire abaissée d'un augle sur le 
ttité opposé tombe au dehors ou au dedans du triangle. 
Mais on peut décider la même chose , a pri jri y par la con» 
noissance des angles ou des côtés du triangle. 

En eîfet ^ i^. par rapport aux angles > je vois ^ par 
exemple , que dans le triangle MQN (Fig, i35) , obtusangle 
^enQ^ la perpendiculi.ire MO , abaissée de Tangle M sur le 
cAté opposé , doit tomber hors du triangle ; car la somme 
des trois angles du triangle MQN, est égale à la somme 
des trois angles du triangle rectangle MON : donc , puis- 
que Tangle N est commun à ces deux triangles , et que 
Tangle obtus MQN est plus grand que l'angle droit MON^ 
il faut nécessairement que l'angle NMQ soit mr.indre que 
Tangle NMO , ce qui détermine la perpendiculaire MO à 
tomber hors du triangle. Dans le triangle MNQ(Fig» i36), 
que je suppose avoir ses trois angles aigus y la perpendicu-- 
laire abaissée de l'angle M sur le côté opposé doit tomber 
en dedans du triangle ^ parceque l'angle N étant commun 
aux deux triangles MNQ , MON , et l'angle aigu Q étant 
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moînclre que Tangle droit O, Tangle NMO doit être moindre 
que Tangle NMQ , et par conséquent MO tombe au dedans 
du triangle. On verra, par le même moyen, que la perpen- 
diculaire abaissée d*un angle obtu3, ou droit, doit tomber 
dans le triangle. 

a^. Par rapport aux côtés , je vois que l'expression du 

segment OQ (Fig. i35 et 1 36) étante ^S > ^^ suffira 

pour décider la question si la perpendiculaire tombera en 
dehors ou en dedans du triangle , il suffira , dis je , d'exa- 

miner si g est une quantité positive ou négative. 

Dans le premier cas , la perpendiculaire tombe en dehors 
du triangle, et dans le second elle tombe en dedans. 

121 3. Problème. Déterminer Vaire d'un triangle par le 
moyen 'de ses trois côtés. 

En abaissant de Fangle M (Fig. i35 ou i36)la perpen- 
diculaire MO sur le côté opposé , l'expression de Faire du 

. 1 j' u j NQxMO BXP, ox c i. . j 

triangle est d abord, , ou (128). Substituant dan» 

cette expression, pour P, sa valeur trouvée (208 ou an), 
on aura pour l'aire du triangle : 

\/[(A4-B-f-C)X(A+B — C)X(A-f.C— B) X (Ch-B — A)] 

4 ' 

ou (en écrivant v/ 16 pour ^^ et observant que, dans toute 
fraction , le quotient de la racine du numérateur , divisé 
par la racine du dénominateur , est la racine même de la 
fraction ) , 

\/[(A4-B-f-C)X(A4-B — C(X(A + C-^B)X(C + B — A)]. 

■ " .11.1 , .1 ■ . ^ • 

y/ 16 ' 

ou\/ [ {^—^ ).( ).( )•( ) ] ; 

ou ( en conservant le premier facteur sous la forme qu'il a , 
changeant un peu celle des trois autres facteurs , et écrivant 
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—Cl pour le second , B pour le troisième , 

et enfin — ^— ^ A pour le quatrième) , 

/[(^^±?±?).(^^^C).(^:i±t5-B).(^t?_.A]. 

D'où Ton Toît que l'aire de tout triangle rectiligne est égale 
àla racine quarrée d^un produit de quatre dimensions ^ré^ 
évitant de la multiplication de lademi-^omme des trois 
côtés par les trois eoccès de cette demi^om,me sur chacun 
des câiés du triangle. 

Supposons , par exemple , MN= loo toises , MQ=: 
lia toises^ NQ=88 toises : on trouvera que la surface 
du triangle est de 4^03 ' toises quarréçs ^ environ. 



CHAPITRE V. 

Propriété^ de certaines lignes ^ par rapport au 

cercle. 

m 

214. XJeux 4ignes AB , DE (Fig. iSy )^ sont dites coupées 
en, parties réciproquement proportionnelles , lorsque les deux 
parties AG^ CB^ de l'une sont les extrêmes ou les moyens 
d'une proportion^ tandis que les deux parties DF^ F£^ de 
l'autre en sont les moyens ouïes extrêmes , c'est-à-dire lors- 
qu'on a, AG : DF :: FE : CB, ouDF : AC :: CB : FE. 

ai5. Deux lignes sont dites réciproquement proportion^ 
ndles à leurs parties , lorsqu'une ligne entière et Tune de ses 
parties sont les extrêmes ou les moyens d'une proportion^ 
tandis que Tautre ligne entière et l'une de ses parties en sont 
les moyens ou les extrêmes , c'est-à-dire lorsqu'on a j^ AB .^ 
DE : : DF : AC ^ ou DE : AB : : AG : DF. 

« 

1216. Une ligne est dite coupée en m^oyenne et extrême 
raison, lorsque l'une de ses parties est moyenne propop>. 

7 
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tionnell^ entre la ligne entière et Fautre partie. Ainsi ^ par 
exemple^ la ligne AB sera coupée en moyenne et extrême 
raison au point C^ si on a la proportion ^ AB : AG :: AC : 
. CB. 

Je n'ai pas^bespîiL de, fi^é ol^server ^ puisquç la proportioi^ 
le dit assez , ^ue des deux parties AC , CB , la plus grande est 
AC, 

2»i7. Théorèmel. Deim cordée AR, DE (Fig. i36), ituit 
c^ela y ifai s» coupent enO^s^ eoupeni en parties récipro^ 
quement proportionnelles ; cest^dire qu^qn a > AO : DO : : ' 
QEîQB, 

Menés, les cordes A£ , BD* Les deux triangles AOE , DOB , 
sont semblables , parcequ'ils ont tous leurs angles égaux cha^ 
cun à chacun^ comme il est aisé de le voir^ en considérant 
qu^outre les angles opposés par le sommet en O ^ ils ont des 
angles qui , deux à deux j, 0|;t; le sommet à la circonférence ^ 
et s'appuient sur les mêmes arcs. Amsi on a la proportion 
énoncée, AO : DO :: OE : OB, 

ai 8. Corollaire. Supposons (Fig. iSg) que la corde AB 
passe par le centre, ou qu'elle soit un diamètre du cercle , et 
que }ia corde DE loi soit perpendiculaire* Alors (87) la corde 
DE est pâptiigée en deux parties égales au point O | et la pro- 
portion AO : DO ! : OË : OB , qui a toiqours R^i , devient 
irf, AO : DO :: DO : OB. D'où Pondît que Pordonnéc DO 
à un diîEunetre est moyenne proportionnelle entre les deux 
abscisses de ee diamètre. 

Cette propriété a été démontrée autrement (igo). 

219. Théorème H. Sid^im point A, extérieur au cercle 
( Fig. i^q) yOn mené éeum droites' AB, AD , ijui coupent cha^ 
eune la circonfirenee en deux points, ces sécante^ seront 
réciproquement proportionnelles à leurs parties' extérieures 
au cercle ;c* es t-^'dire qu^on aura, AB : AD :: AS : AC 

Tire2 les cordes BE, DC. Les deux triangles ABE, ADC, 
sont semblables ; car ik ont Tangle commun A ; de plus , les 
deux angles B et D^ qui ont leurs sommets à la circcnuérence. 
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et qui s'appuient sur lui même arc, sont égaux. Donc on a la 
proportion , AB : AD :: AE : AC. 

aao. Corollaire I. ImaginonsquelasécanteAllderaeuratit 
immobile, on fasse tourner l'autre sécante AD autour du point 
A, de manière que, l'angle BAD s' agrandissant continuelle- 
ment, !e point D vienne enfin se confondre avec le point E 
(Fig. i4')- Alors AD devient tangente au cerclcj et on a AB : 
AD ;: AD : AG. D'où l'on voit que ,.« (/'«/i même point on 
mené une sécante et une tangente à un cercle , la tangente est 
moyenrte proportionnelle entre la sécante entière et sa partie 
extérieure au cercle. 

aai . Corollaire II, Cette propriété de la tangente fournit 
une nouvelle manière de trouver une moyenne proportion- 
nelle entre deus lignes données. Eu effet soient (Fig. 1413) 
les deux lignes MN , KH , entre lesquelles il faut trouver 
une moyenne proportionnelle. Je porte la plus petite KM sur 
la plus grande de M en O ; sur la différence ON , comme dia- 
mètre , je décris un denii-cercle OZN ; sur l'intervalle CM, 
compris entre le centre C de ce demi-cercle et le point M , 
comme diamètre , je décris un autre demi-cerrie MZC ; par 
le point M, et le point Z intersection des deu\ demi-cir- 
conférences , je tire la droite MZ. Cette_ ligne touche la 
denù circonférence OZN au point Z, parceqn'en menant 
le rayon CZ , l'angle MZC est droit ( 1 04) , et que la tangente est 
perpendiculaire à l'extrémité du rayon (gS). Ainsi on a la pro- 
portion MN : MZ :: MZ : MO ou KH. 

233. Problème. Couper une ligne MN (Fig. 143) en 
moyenne et extrême raison. 

Elevez NO perpendiculaire à MN et égale à la moitié de 
cette Kgoe ; tirez MO ; prenez OP = ON , et MQ := MP : la 
Bgne MN sera divisée en moyenne et extrême raison au point 
Q, c'est-à-dire qu'on aura MN : MQ :; MQ : QN. Car si 
do point O comme centre, avec le rayon ON ou OP, on 
décrit le cercle PNB , et qu'on prolonge MP jusqu'en R , on 
L (aao) la proportion, MB :MN :■ MN : MP. Donr 
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{théorie des proportions ),MN : MP :: MR— MN:MN- 
MP.OrMF=: MQ,MR— MN— MR— PR=MP=MQ, 
MN — MP = MN — MQ=:QN. Donc MN : MQ -.: MQ : 
QN. Donc (21 6) la droite MN est coupée en moyenne et ex- 
^ènie raison au point Q. 
saS. Corollaire, Si on veut avoir les expressions des pj 
tfes MQ , QN , par ie moyen de la toute MN , on observi 
que MQ = MP = MO-OP = i/[cMN)'-t-^^] — 

— ; et que par conséquent , Q N ^ 

MNX(5— v/i> 



224. Théorème III. Si de l'angle A d'un triangle ABC 
JFig. 144 et 145) on abaisse une perpendiculaire AD sur le 
f'éôté opposé BC , prolongé s'il esc nécessaire , on aura cette 
proportion : la base BC est à la somme AB + AC des deux 
autres cottes , comme la^ différence AB — PtCdes deux mêmes 
côtés est à la dfférence BD — DC, ou à la somme BD + 
&DC j des segments de la base , selon que la perpendiculaire 
) tombe au dedans , ou au dehors du triangle. 
Ce thëoréme peut être démontré par le moyen de l'article 
Mhiy ou 319. Je vais employer le premier moyen. ' 

Du point A romme centrs , et avec ie plus grand côte^ 
r adjacent AB pour rayon , Je décris une circonférence qm 
rencontre en O la base BC prolongée ; je prolonge CA de 
part et d'autre jusqu'à la circonférence. Cela posé, on a 
(217), BC:CM :: CN:CO. Or CM = CA + AM — CA 
-t- AB,CN = AN — AC=:AB — AC; déplus, dans la 
Figure i44j CO = DO— DC = BD — DC, parceque (87) 
DO = BD; et, dans la Figure 145, CO = CD + DO =: 
CD + BD. Ainsi la proportion BC : CM :: CN : CO de- 
vient 

BC: AB-l-AC :: AR— AC : BD — DC( Fig. 144); 
BC : AB + AC ;. AB - AC : BD + DC (Fig. 145). 
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Si on voulok dëmontrer ce théorème par le moyen de 
l'article 2119 ^ il faudroit décrire le cercle avec le plus petit 
c6téAC. 

5ïa5. Corollaire. Dans Tune et Tautre Figure le grand 
segment BD est la moitié de la somme des extrêmes de la 
proportion BC : CM :: CN : CO, et le petit segment CD 
est la moitié de leur différence ; car BO est la somme des 
extrêmes dont il s'agit. Or BD est la moitié de BO (87) ; et si 
on prend OH = BC , ce qui donne CH pour la différence 
des extrêmes^ il est clair qu'à cause de BD = DO^ le petit 
segment CD serala moitié de CH. 

On voit par^là que^ connoissantles trois côtés d'un triangle^ 
on aura les deux segments BD y CD ^ en cherchant le qua- 
trième terme d'une proportion dont les trois premiers sont 
BC, AB H- AC, AB — AC, et en prenant la moitié de la 
somme de ce quatrième terme et du premier ^ ou la moitié 
de la diflFërencede ce quatrième terme et du premier. 

On connoîtra que la perpendiculaire AD doit tomber en 
dedans ou en dehors du triangle ^ selon que le quatrième 
terme , dont je viens de parler y sera plus petit ou plus grand 
que le premier BC» 

Je ferai remarquer en passant qu'on peut déterminer y 
au moyen de ce théorème y les compressions des segments 
DC , DB , lesquelles seront les mêmes que celles qui se trou- 
vent par les articles 207, 210. 

aa6. Théorème IV. Dans tout quadrilatère ABCD 
(Fig. 146 ) ^ inscrit au cercle, le produit des deux diago^ 
nales AC ^ BD , est égal à la somme des produits des côtés 
opposés; c^est-^-dire qu'on a y AC X BD = AB X CD-f-BC X 
AD. 

Menez de l'angle A la droite AO , qui fasse avec le côté 
AB l'angle BAO égal à l'angle DAC que fait l'autre côté AD 
avec la diagonale AC. Les deux triangles BAO , CAD y seront 
semblables^ puisqu'outre les angles égaux BAO^^ CAD , les 
angles ABD , ACD y qui ont leurs sommets à la circonférence 
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et <pii s'appuieot sur un même arc. , ïont égaux. On a donc 
AB :AC :: BO : CD, et par conséquent AC x BO=ABx| 
CD. 

Les deux triangles AOD, ABC, sont semblables, puisqu'eit 
retrancliani des angles égaux CAD , BAO , le même angl« 
OAC, il restera les angles égaux DAO, CAB, et que le» 
apglesADO, ACB,.qiii ont leurs sommets à la circonfé»' 
renée et qui s'appuient sur un même arc , sont égaux. On a 
donc , AD : AG : : DO ; BC , et par conséquent AC X DO 
= AD X BC. 

Ajoutant cette équadou , membre à membre , ayec la 
précédente , on aura AC X BO + AC X DO = AB X 
CD + BC X AD, ou bien AC x (BO + DO)— AB x 
CD + BC X AD, ou enfin AC x BD^AB x CD + BC 
X AD. 

Je ferai observer , en faveur de quelques lecteurs , que lel 
côtés du quadrilatère inscrit peuvent être tels que la droite 
AO , au lieu de tomber au-delà de AC , comjne dans notre 
Figure, tombe en-deçà: alors il faut a/'ourer l'angle OAC à 
chacun des deux angles égaux CAD , BAO ; le reste de U 
, démonstration est toujours le même. 



CHAPITRE VI. 

propriétés de certains polygones , par rapport au 
cercle. 

i «27. Problème I. Vjircokscjvire un cercle à un triangle, et , 
dérerminer le rayon de ce cercle par le moyen des côtés du 
triangle. 

1". Circonscrire un cercle à un triangle ABC ( Fig. 147 , 
n". i ), nVst autre chose que fûre passer une circonférence 
de cercle par les trois points donnés A, B, C: problème qui 
se résout (90) , en élevant sur les milieux des côtés AB , AG, 
les perpendiculaires MO, NO, qui se rencontrent en O , 
centre du cercle cherché. 



II. PART. CH A p. V. |o3 

S*^. £a menant le rayon OC , et abaissant àe l'angle A la 
pei^endi cul aire AE sur BC, les deux triangles rectangles 
BEA , OKC , seront semblables ; car , les angles droits E et 
Ksant ëgauK ; les angles B et O sont aussi égaux , parceque 
fio3 et toi) ils ont chacun pour mesure f arc ex. Aiitti , on 

aara cette proportion , AE : CK : : AB : OC = — — — . Or, 
dus cette expression de OC, tout est connu, ou détermi- 
minable par le moyen des côtés du triangle ; car AB est l'un 
de ses cAtés , CK est la moitié du c6té AC , et la perpendicu- 
laire A£ se détermiae (31 1) par le moyen des trois côtés du 
Qiangle. 

aaS. Corollaire. Supposons que le triangle proposé 6oi[ 
éqnllatéral ( Fig. 147, n*. 3). Alors la perpendiculaire AE 
passe par le centre , tombe sur le milieu de BC ; et on a Cft 

«,. CN = CE =-^ =^ , (AE)' = (AB,- - ^ = 
. Donc OC ou OA ou OB = ^ : 
équation qui e;:prime la relation entre le côté du triangle 
^^nilatéral , et le rayon du cercle circonscrit. 

aag. Problème II. Décrire un cercle qui passe par les 
tommeCs de trois angles donnes dans un polygone donné. 

Qu'il s'agisse , par exempte , de faire passer une circonfé- 
férence de cercle par les trois angles F , B , D du polygone 
donné ABCDEF ( Fig. 148): on voit qu'il ne faut, pour 
cela , que Joindre les trois angles proposas , par les trois 
droites FB , FD , BD , et circonscrire un cercle au triangle 
FBD. 

a3o. Problème III. Inscrire an cercle dans un triangle , 
ou qui en touche les trois côtés; et trouver le rayon de ce 
cercle, parle moyen des trois mêmes côtés. 

i°i Divisez (109) deux angles A et B du triangle proposé 
ABC (Fig. 149), chacun en deux parties égales, par les 
droites AO , BO , qui se rencontrent en O ; de ce point O , 
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abaissez les perpendiculaires OM^ 0N> OK , sur les trois 
côtés du triangle : ces trois lignes seront égales , et par cou* 
séquent chacune d'elles sera le rayon du cercle cherché* £n 
effet , on voit d'abord que les deux triangles rectangles AMO , 
ANO y sont parfaitement égaux (5o) , puisque les trois ajagles 
de Fun sont égaux chacun à chacun des trois angles de Fautre.^ 
et qu'ils ont une hypoténusecommuneAO. Ainsi 0M= ON. 
De même , les deux triangles rectangles BMO , BKO , sont 
parfaitement égaux , et OMr= OK. Donc OM= ON = OK. 
Donc , cri décrivant un cercle , avec le rayon OM ou ON ou 
OK^ on remplira la première condition du problème. 

a^. Ayant abaissé de Fangle A la perpendiculaire AE sur 
le côté opposé BC, il est clair que le triangle ABC étant 
égal à la somme des trois triangles OAB , OBC, OAC^ on 

BCxAE ABxOM BCxOK ACxON ^, , ,, 

aura == 1 ^h :-. Doù Ion 

2 2 a a 

tire (à cause de OM= OK =: ON), OM=j^^^^. 

Or, dans cette expression, tout est donné ou déterminable 
par le moyen des côtés du triangle, 

aSi . Corollaire. Supposons que le triangle soit équilatéral 
(Fig. 147, n^ a). On aura AB -+- BC 4- AC = 3AB, 

ABX\/3 ABx\/3 AB . . 
AJbi == ;: . Donc UM ==: ---= — =—75: équation entre 

a - 2X3 2y/ù * 

le côté du triangle équilatéral etie rayon du cercle inscrit. 

aSa. Problème IV. Décrire un cercle qui touche trois celés 
donnés dans un polygone donné. 

Si Ton veut, par exemple, que le cercle touche les trois 
côtés AB , CD, GH du polygone ABCDEFGH (Fig. i5o), 
on prolongera les côtés AB , CD , GH , jusqu'à ce qu'ils se 
rencontrent aux points a, i, c; et la question sera réduite 
à inscrire un cercle dans le triangle donné abe. 

5s33. Théorème I. Le câté AB de Vex^gone régulier 
inscrit dans uijl cercle (Fig. i5i ) est égal au rayon de ce 
cercle* 
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Tirez les rayons OA , OB. Dans le triangle AOB y Tangle 
0^ qui a pour mesure l'arc AZJA , sixième partie de la cir- 
oonfërence , est de 60 degrés : ainsi la somme des deux autres 
tt^esA etB est de 1 20 degrés. Or^ à cause de OB=:OA^ 
ves denx angles sont égaux (74). Donc chacun d'eux est de 
60 degrés. Donc les trois angles du triangle AOB sont chacun 
de 60 degrés , et par conséquent le triangle est équilatéral. 
DoncAB = OA=:OB. 

234« Corollaire. Soit menée la corde BF ^ qui est évidem- 
ment perpendiculaire au diamètre AOD : on aura ( 1 90) AH = 

^=^; ètHD = ^AO. Donc(BHy=AHxHD = 

—^ ; et (BF)* =z 3(A0)' , ou BF= AO x 1/ 3 : équation 
qni exprime la relation entre la corde BF et le rayon AO. 

a35. Théorème II. Le côté AB du décagone régulier inscrit 
ions un cercle ( Fîg. 1 Sa ) est égal à la plus grande partie du 
rayon coupé en moyenne et extrême raison. 

Menez les rayons OA , OB , et partagez l'angle OBA en 
deux parties égales par la droite BM. Dans le triangle isoscele 
AOB , l'angle O du sommet a pour mesure la dixième partie 
de la circonférence, ou la cinquième partie de la demi-circon- 
férence. Donc les deux autres angles ont chacun pour mesure 
les \ de la demi-circonférence , et par conséquent ils sont 
chacun double de l'angle O. Donc, puisque Fangle OBM est 
la moitié de l'angle OBA , il s'ensuit que le triangle 0MB est 
isoscele , ou qu'on a MO = MB. 

Maintenant , les deux triangles AOB , ABM , sont sembla- 
bles; car, outre que l'angle A leur est commun, les deux 
angles AOB, ABM, sont égaux. Ainsi on aura la proportion, 
OA : AB : : AB X AM. Or , à cause du triangle isoscele 
ABM, AB=:BM; et à cause du triangle isoscele 0MB, 
BM = OM* Donc la proportion précédente devient OA I 
OM :: OM : MA. Ainsi (216) OM est la plus grande partie 
du rayon OA coupé en moyenne et extrême raison. Donc le 
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bté AB est égal à la plus grande partie tlu rayon coupé en 
I moyenne etextri^me raison. 

a36. Corollaire I. De là et de l'article aa3 , il 8iiit qi 
Pfa rpiadon entre le côté AB du décagone régulier et le ray< 
OA du cercle circonscrit est exprimé par l'éijuation AÛss 



aS^. Corollaire II. Soit menée la corde BK : on aur& 
^.W^OAxiS-v^ „^ pH,-=(AB,--,AH,-, 
I donc en substituant , pour (A£)' et (AH)' , leurs valeurs p oa 



I 

w 




I équation qui exprime la relation entre la corde BK et le 
I rayon OA. 

a38. Théorème III. Le quatre d'un câté AB du penta- 
gone ^gulier ABCDE (Fig. i53), inscric dans un cercle^ 
esc égal au quarré du rayon, plus au quarré du 
du décagone ; c'est-à-dire qu'en, menant du point A. au point 
F , milieu de l'arc AFB , la corde AF qui est le côté du déca' 
go ne régulier , et tirant le rayon OB, o/zn (ABJ'^(OB)* + 

(AF)-. 

Menez la corde FB ; par le point Z , milieu de l'arc AZF 
menez le rayon OZ qui rencontre AB au point M ^ et tirex 
MF qui sera nécessairement égale à MA (88). Les deux trian- 
isosceles AFB , AMF , qui ont un angle commun à la 
base, sont semblables {i63) ; ils donnent par conséquent 
AB : AF :: AF : AM, proportion d'où 1 "on tire AB X AM 

:(AFr. 

Dans le triangle isoscele AOB , l'angle O du sommet , qiô 
a pour mesure l'arc AFB , cinquième partie de la cîn 
férence , est de 73 degrés. Ainsi chacun des deux autres 
B et A, qui a pour mesure Ja moitié de ce qui reste de 180 
degrés j après en avoir retranché-7a , est de 54 degrés. Dam 
le triangle 0MB, l'angle B est de 54 degrés ; l'angle O e«t 
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ma de 54 degrés , parcequ'il a pour meâure l'arc BFZ , dont 
la première partie est de 56 degrés , et la seconde FZ de 1 8. 
Donc cç tï-iaiigle OMB est isoscele et semblable au triangle 
AOB. Ainsi on aura laproportiou, AB ; BO :. BOî BM, ce 
1^ dôme AB X BM=s«(BO)'. 

Ajoutant membre à membre les deux équations trouvées, 
on aura AB x AM + AB x BM = (AF)' ^- (OB)' , ou AB X 
t4M-HMB)=r{AF)*+ COB)',ou enfin (ABy = (AF/ + 
(OBr- 

a3g. Corollaire I. En substituant dans l'équation précé- 

itenteà la place de (AFJ'sa valeur '°°'' ^'^ ^~'^' (a36),oo 

^ ,.„^, (OB)'X(5-V'5) , . . . , 

trooTera [AB; = : équation qui exprime la 

reUdon entre le cûté AB du pentagone régulier et le rayon 
du c:ercle circonscrit. 



240. Corollaire II, Menez la corde BE , et le diamètre 
AOL:vou.au,ezAH=^-^=5£2<<!pC« . Donc (BH)-= 

équation entre la corde BE et le rayon OB ducercle circonscrit. 

a^ï ■ Remarque. Eji rapprochant les articles aSS , 235 , et 
338 , on peut inscrire au cercle l'exagone , le décagone et le 
pentagone régiilier6,de la manière suivante, qui est fort simple. 

Menez le diamètre LD f Fig. 1 54); élevez par le centre 
C le rayon CA perpendiculaire à LD ; divisez CD en deux 
parues égales au point E; de ce point, avec EA pour rayon, 
décrirez un arc ANH qui rencontre ledianietre LD au point 
H ; tirez la corde AH, Je dis que AC est le côté de l'exagone , 
CH celui du décagone , et AH celui du pentagone. 

La première proposition est évidente (zSS). La seconde 
ne le sera pas moins , si du point £ , avec le rayon £C , 
on décrit l'arc CF ; qu'ensuite du point A , avec le rayon 
AF, on décrive l'arc FG. Car alors (333) AG est la plu* 
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« 

grande partie du rayon coupé en moyenne et extrême raison* 
Et comme CH=AG, il s'ensuit (235) que CH est le côté 
du décagone. 

Enfin la troisième suit du théorème précédent , puisque le 
triangle rectangle ACH donne (AH)" = (AC)' -f. (CH)\ 

On pourroit faire des recherches semblables sur les poly- 
gones réguliers d'un plus grand nombre de côtés ; mais je 
ne m'étendrai pas davantage sur ce sujet qui est plus curieux 
qu'utile. 



CHAPITRE VIL 

Méthode pour trouver le rapport approché de la 
circonférence du cercle au diamètre* 

2^2. Lemme I; C«onnoissant le rayon C A d'un cercle 
(Fig. i55) , et le côté AB d^un polygone régulier qui lui 
est inscrit , trouver V expression de V apothème CM ^fe ce 
polygone. 

La perpendiculaire CM divise le côté AB en deux paii:ies 

AB ^ A B ^* 

égales (87). Ainsi onaAM=— et(AM)*=^-— ^. Le 
triangle rectangle AMC donne CM=v/[(AC)'— (AM)'] 
=\/ [(AC)"* 7~]' expression dans laquelle tout est 

connu. 

Supposons, par exemple, que AB soit le. côté d'un exa- 
gone : on aura (233) , AB=:AC ; et par conséquent CM=: 

v/[(ACr-^']=ACx v/[x-ï]=ACx^. 

243. Lemmé II. Connoissant le rayon du cercle et le 
côté AB d^un polygone régulier inscrit , trouver le côté 
OA ou OB du polygone régulier gui a deux /ois plus de 
côtés. 

Prolongez le rayon OC vers K , jusqu'à la circonférence. 

On aura d'abord CM= \/ [(OC)' —] , et par consé- 
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ipxent OM = OC— CM=OC-^y^[(OCr— ^-^^J.Or^ 
(OA)' = OK X OM=20C X PM. Ainsi on aura (OA)*= 

aOC X (oc— y/[ (OC)"— ^^']) ; et par conséquent OA 

=Y/[aOCx (oc— y/[(OCy—-^])], expression 

dans laquelle tout est connu. 

Supposons^ par exemple^ que AB soit le côté d'un exa-- 
gone : on trouvera OA=OC Xï/'[a — V^3], expression 
du côté du dodécagone régulier inscriptible au même cercle. 
Par le moyen de ce côté, on calculera semblablement le 
c6té du polygone régulier de 24 côtés : par le moyen de 
celni-ci^ on calculera le côté du polygone régulier de 48 
côtés ; ainsi de suite. 

244. Corollaire. Le côté OA étant déterminé , on le 
multipliera par le nombre des côtés du polygone auquel il 
doit appartenir, pour avoir le contour de ce polygone; et 
pour en avoir la surface, on cherchera (242) son apothème 
qu'on multipliera par la moitié du contour (i36). 

2&45. Lemme III. Connoîssant le côté AB d'un polygone 
régulier inscrit dans un cercle (Fig. i56) , trouver le côté 
du polygone régulier circonscrit. 

n est clair que AB étant le côté du polygone inscrit, 
celui du polygone circonscrit est la droite ab , qui touche 
fare AOB à son milieu O , et qui est terminée par les 

rayons CA , CB , prolongés. Les triangles rectangles sem* 

AB ab 
blables GMA, CO a, donnent CM : CO :: AM:flO :: — :— :: 

•^ ' 2 2 

CO 

AB : ab ; et par conséquent ab = AB x qjj. Le côté du 

polygone circonscrit est donc égal au produit du côté du 
polygone inscrit , multiplié par le rapport du rayon à Vapo- 
th^e de ce dernier polygone* 

346. CoroUaire. Le contour entier du polygone circon- 
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scrit est égal aii produit 4e son câté ah par lé nombre des 
côtés qu il doit avoir ^ et sa surfa<^ est égale à la moitié 
' in produit du contour par le rajon GÔ du cercle. 

a47- Problème. Trouver le rapport , au moins approché ^ 
de la circonférence du cerclé à son diamètre. 

Je commence par observer que si l'on inscrit et circon- 
«crît au cercle deux polygones réguliers d'un même nom* 
bre de côtés, chaque arc de cercle est plus grand que le 
côté du polygone inscrit , et plus petit que le côté du poly-- 
gone circonscrit* En effet , soient AB ,ab, deux côtés corres- 
pondants du polygone inscrit et du polygone circonscrit. 
D'abord { 5 ) l'arc AOB est plus grand que sa corde AB ; 
d*un autre côté il est évident que le secteur CAOB est 
plus petit que le triangle rectiligne Cab , c'est-à-dîre qu'oa 

, n ON AOBxCX) aby^CO ^ , , ^ 

a ( 109 et 120), — -^ < — - — .Donc , a cause du fac- 

CO 
teur commun — - , on a AOB < ab. 

Cela posé , 1®. inscrivons au cercle un poIygo^e régu- 
lier dont nous çonnoissions le côté , par exemple , un 
exagone régulier , dont le côté est égal au rayon. Par le 
moyçn de ce côté, nous calculerons (243) le côté du poly- 
gone régulier de 11^ côtés; p^ celui-ci, le côté du polygone 
régulier de 24 côtés; par celui-rci, le côté du polygone ré- 
gulier de 48 côtés ; par celui-ci, le côté du polygowe régulier 
de 96 côtés ; ainsi de suite. En multipliant ainsi conti- 
nueUement les divisions dans le rapport de 1 à 2 , nous 
inscrirons au cercle des polygones donc les contours ap- 
jirqcheront de plus en plus de sa circonférence. Mais quel 
que ^oit le nonrfire (fii^) des côtés du polygone inscrit , 
le contour de ee polygone sera toujours moindre que la 
airconférence du cercle. 

2^. Ayant déterminé le contour du dernier polygone ré- 
gulier inscrit^ c'estrànlive, deceku auquel on s'arrête, nous 
chercherons (245) le contour du dernier polygone circon- 
scrit qui lui correspond : ce contour sera plus grand que 
la circonférence. Ainsi nous aurons deux contours , Fun 



plus petit, l'autre plus grand que la circonférence. Donc, 
en prenant un milieu entre eux , nous aurons à-peu-près 
la valeur de la circonférence; et cette valeur sera d'autant 
plus approchée , que le nombre des côtés des deux derniers 
polygoneii , inscrit et circonscrit , sera plus grand. 

248. Remartfue I. Nicole a trouvé par cette méthode 
(Mémoires de l'académie, année l'j^'j), qu'en représentant 

le diamètre du cercle par 1 000000000000000, 

le contour du polygone régulier inscrit, 
de 3c)32i6 côtés (*) , étoit représen- 
té par 3141592653692928, 

Et celui du polygone régulier circon- 
scrit , de pareil nombre de côtés , 

par 3i4i592653795i58. 

Prenant la moyenne arithmétique 
entre les contours de ces deux poly- 
gones, on aura 5:41592653744043, 

nombre qui exprime à-peu-près la circonférence du cercle. 
Supprimons les cinq derniers chiffres de chacun des deux 
nombres qui expriment la circonférence et le diamètre , 
et nous aurons la fraction f^ tàl'à'iK > pour exprimer encore 
à-peu-près le rapport de la circonférence au diamètre. Le 
naatérateur de cette fraction est un peu trop petit ; mais 
on ne ponrroît pas l'augmenter d'une unité sans le rendre 
trop grand. 

B4g. Remarque II. Dans le Traité d'Arithmétique, en 
parlant des fractions continues , nous avons indiqué la 
fraction {^2i! - 'l*H ^ comme exprimant à-peu-près le rapport 
de la circonférence au diamètre. Cette fraction , qui avoic 
été calculée long-temps avant Nicole par plusieurs mathé- 
matjcîena/ n'est pas tout-à-fait la même que la pré- 
cédente , mais la différence est très légère. Son numérateur 
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peu trop peot ; mais on ne pourroit pas 1 augmenref 1 
g imités sans le rendre trop grand'. . J 

Si on veut exprimer le rapport tle la circonférence ai 
diamètre par de plus petits nombres, on procédera comau 
llans l'endroit cité de l'arithmétique ; et on trouvera qu'a 
représentant le diamètre par 7 , la circonférence est reprà 
sentée par un nombre un peu moindre que 22 ; et qu'ei 
représentant le diamètre par 1 13 , la circonférence est rtf 
présentée par un nombre un peu plus petit que 355 ; etc. 

Archimede est le premier inventeur du rapport ^ ; Metius 
mathématicien hollandais , celui du rapport ~\ > qui ap- 
proche beaucoup du véritable. 

D'autres mathématiciens ont donné des détermination 
plus ou moins exactes du rapport de la circonférence ai 
diamètre. Mais on n'a pas encore pu assigner le rappoU 
exact et rigoureux de ces deux lignes. 

25o, Corollaire I. Tous les cercles étant des figures seii> 
blables , et par conséquent (179) leurs circonférences étan 
entre elles comme leurs rayons ou leurs diamètres ; si 01 
représente le diamètre d'un cercle quelconque par tn , Si 
circonférence par n , par D le diamètre d'un cercle donné : la 

circonférencedecedernier cercle serareprésentéeparDx — ; 
en sorte que , si on suppose m=::7, «^22, la circonfé- 
rence dont il s'agit sera D X ^. 

a5i. Corollaire II. La surface d'un cercle étant égale 
{i38) à la moitié du produit de son rayon par sa circoaT 
férence , ou au quart du produit du diamètre par la cir^ 
conférence , la surface du cercle de l'article précédent sera 

DXDX^ 
représentée par — , ou par — x— , ou par » R', en^ 

D' * 

nommant R le rayon , observant que R' =: -— , et représen- 
tant par la simple lettre * le rapport — de la circonférence 
au diamètre. 




IL PART. CHAP. VIL ll3 

On voit par cette expression «• R* que , pour avoir la 
tiajuce d'un cercle , il faut multiplier le quarré de son 
rayon par le rapport de la circonférence au diamètre. 

a5a. Corollaire IIL Si on étoit supposé connoitre la 
sorface d'un cercle , et qu'il fallût en trouver le rayon , 
on auroit y en nommant S la surface donnée , S = w R\ 

D'où Ton tireR' =-, et R= %/-. 

w y w 



CHAPITRE VIIL 

De lit transformation, multiplication j et division 

des figures. 

a53. J^ES recherches qui vont faire l'objet de ce chapitre 
peuvent être utiles dans la mesure et le partage des champs : 
c'est sous ce point de vue que les anciens géomètres s*en 
sont occupés , dès l'origine de la géométrie. Nous ne nous 
étendrons pas beaucoup sur ce sujet ; mais comme tous ces 
problèmes sont à-peurprès de la même nature , ceux que 
nous allons résoudre suffiront pour mettre nos lecteurs en 
état d'aller plus loin , s'ils le jugent à propos. 

2254* Problème I. . Transformer un paraUélogramm,e en 
un quarré , cest-àrdire faire un quapré égal en surface au 
parallélogramme donné ABCD (.Fig, iSj). 

De l'angle A^ jlabaisse AQ perpendiculaire sur le côté 
opposé BG ; je cherche une moyenne proportionnelle entre 
la base BC et la hauteur AO ; le quarré construit sur cette 
moyenne proportionnelle^ comme côté^ sera celui qu'on 
demande , puisque dans une proportion co^tinue le produit 
des extrêmes , qui est ici la surface du parallélogramme pro- 
posé ABGD^ est égal au quarré du terme moyen. 

Quant à la manière de trouver la moyenne proportion- 

8 
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telle dont il s'agit, elle se réduit à ceci: sur BC, comme 
diamètre , décriçez un demi-cercle ; portez AOde B en N ; 
par le point N élevez perpendiculairement à BC la droit* 
NM ; et du point M , où. cette ligne rencontre la demi-cir- 
conférence j au point B , tirez la corde MB. Cette corde 
moyenne proportionnelle f 190} entre BC et EN ou AO, et 
par conséquent elle est le côté du quatre cherché. 

255. CbroZ/ûi're/. Un triangle quelconqueABC(Fig. i58) 
^t la moitié d'un parallélogramme de même base et de- 
nème hauteur, sa surface sera égale à celle d'un quarré qui 
a pour côté la moyenne proportionnelle entre sa base et la' 
moitié de sa hauteur , ou entre la moitié de sa base et &a- 
hauteur endfcre. 

Si on veut déterminer cette moyenne proportionnelle 
comme dans l'article précédent , on observera que si la basf 
BC du triangle est plus grande que AX, moitié de sa hauteur 
le cercle doit être décrit sur BC comme diamètre ; mais que 
ai, au contraire , AX étoit > BC , ïlfaudroit décrire le cercle 
sur AX comme diamètre. 

a56. Corollaire II. La surface d'un cercle étant égale à la 
tnoitié du produit de sa circonférence par le rayon (iSS) 
"e sera égale à celle d'un quarré qui auroît pour côté la 
moyenne proportionnelle entre le demi-rayon et la circoa~ 
Sférence , ou entre le rayon et la demi-circonférence. Cette 
moyenne proportionnelle se trouveroît sans difficulté (igo 
ou aa I ) si l'on avoit la valeur exacte de la circonférence , et 
alors on résoudroit le problème de la quadrature du cercle^ 
qui consiste à faire un quarré égal en surface au cercle. Maît 
la circonférence ne peut se trouver (24?) ^^ P^r appro: 
mation. Ainsi Je problème de la quadrature du cercle n'est 
pas susceptible d'une solution rigoureuse. 

aSy. Problême II. Réduire une figure rectiligne tfuelconqut 
en triangle. 

Nous pouvons faire cette transformation en conservant 



^^^ en triai 
^^v Nous 
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l'iin des angles du polygone , ou en faisant tomber la base du 
triangle cherclié sur l'un quelconque des côtés du polygone. 
I. Cas. Soit le polygone ABCDEF C Fig. iSg ), qu'il s'agit 
de transformer en un triangle qui ait avec lui l'angle B de 
commun. De l'un des angles voisins A, je mené des diago- 
nales AE , AD , AG , aux angles E , D , G. Par le point F , je 
mené parallèlement à AE la droite FG , qui rencontre le 
côté DE prolongé , et je tire AG ; ce qui me donne le trian- 
gle AGE, égal en surface autrîangle AFE(i25), parceque 
ces deux triangles ont même base AE , et qu'ils sont compris 
entre les mêmes parallèles AE, FG. Nous pouvons donc 
substituer le triangle AGE au triangle AFE ; et en ajoutant 
de part et d'autie le triangle AED , nous aurons , à la place 
de la figure partielle AFED , le triangle AGD. Par le point 
G, je nieue , parallèlement à la seconde diagonale AD, la 
droite GH , qui rencontre en H le côté GD prolongé ; ce qui 
donne le triangle AHD , égal au triangle AGD , parceque 
ces deui triangles ont même base AD , et qu'ils sont compris 
entre les mêmes parallèles. Ajoutant à chacun le triangle 
ADG, cous aurons le triangle AHG, égal en surface à la 
figure AGDG, ou à la figure partielle AFEDC. Par le point 
H , je mené , parallèlement à AC , la droite HK , qui ren- 
contre BG eh K ; et je lire AK ; ce qui donne le triangle AKC, 
égal en surface au triangle AHG. Ajoutant k chacun le trian- 
gle ACB, on aura le triangle AKB, égal en surface à la figure 
AHCB, ou à la figure proposée AFEDCB. On continueroit 
d'opérer de même si cette figure avoit un plus grand nombre 
de côtés. 

H Cas. Supposons qu'il faille transformer le polygone 
ABCDEF ( Fig. 1 60 J en un triangle dont la base tombe sur 
le côté CD. Ayant mené les diagonales AE , AD, AC, je 
réduis d'abord , comme ci-dessus , la figure partielle AYEDC 
au triangle AHG , dont la base GH tombe 'sur le côté CD. 
Ensuite j'opère exactement de la même manière pour la por- 
tion de figure qui est située à la gauche de la diagonale AC. 
Dana le cas présent , où cette portion est le simple triangle 
ABC , je mené par l'angle B , parallèlement à AC , la droite 
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BK , qui rencontre en K le cûté DC prolongé , et Je tire 
AK. Alors on a le trianglft AKH égal en surface au polygone 
proposé. 

258. Problème lU. Transformer le triangle ABC (Fig, 16 1 
ou iGa} en un autre qui ait sort sommet en un point 
donné D. 

1", Supposons que le sommet D du triangle cherché 
doive être placé sur le côté AB du triangle proposé ABC 
(Fig. 161 ). Tirez la droite DC ; et ayant mené du sommet 
A , parallèlement à DC , la droite AE qui rencontre en E la 
base BG prolongée , menez DE : le triangle BDE sera égal en 
surface au triangle ABC. Car les deux triangles EDC , ADC, 
qui ont même base DC , et qui sont compris entre les mêmes 
parallèles DC, AE, ont des surfaces égales (laSj. Ajoutant à 
chacun le triangle DCB, on aura ïe triangle DBE égal en 
surface au triangle ABC. 

On observera , par rapport à ce premier cas , que si le 
sommet du triangle demandé, au heu de tomber entre les 
points A et B, tomboit sur le prolongement de BA, la con- 
struction seroît encore la même. Nous pouvons alors , en 
nous servant de la même Figure, considérer le triangle DBE 
comme le triangle principal ; et en menant du point A au 
point E la droite AE , du point D la droite DC parallèle à 
AE , et du point A au point C la droite AC , le trijngle ABC 
sera égal au triangle DBE. 

2". Si le point D (Fig, iGaJ est placé hors du côté AB, 
menez , par le point B et le point D , la droite indéfinie BDF ; 
par le point A , menez parallèlement à BC la droite AF , qui 
rencontre BF au point F, et tirez FG. Vous aurez le triangle 
FBC égal en surface au triangle ABC. Maintenant le point 
D est placé sur le côté FB ; et la question est réduite à trans- 
former par le premier cas le triangle FBC en un autre qui ait 
40n sommet au point D. Il faut donc tirer DC , mener FE 
parallèle à DG , et tirer DE ; ce qui dorme le triangle DBE, 
égal eu surface au triangle FBC , ou au triangle ABC. 

On fera la même remarque que ci-dessus, pour le cas où 
le point D tomberoit sur le prolongement de BF. 



II. PART. C H A P. VIII. liy 

a5g. Corollaire. Tout polygone peut être transformé en 
QD triangle qui ait telle hauteur qu'on voudra. Car , après 
avoir réduit ce polygone en un triangle qui ait les condition» 
mentionnées dans l'article zSj , nous pouvons transformer , 
par la méthode de l'article précédent, ce triangle en un 
autre qui ait son sommet placé en un point quelconque. 

260. Problême IV. Construire un triangle dont la surface 
soit Tnultiplti de la surface d' une figure donnée , dam tel 
rapport qu'on voudra. 

Commencez par réduire (aSy) la figure donnée en rni trian- 
gle. Je suppose que ABC(Fig. i63 } soit ce triangle; je 
prends dans la direction BC la droite BM telle que BC soit 
à cette ligne BM comme la figure donnée ou le triangle 
ABC est au triangle cherché ; et je tire AM ; ce qui me 
doone ABM pour le triangle cherché. Car les deux trian- 
gles ABC, ABM, qui ont même hauteur, sont esitre eux 
comme leurs bases BC, BM (129}, lesquelles sont dans le 
rapport donné. 



a6i. Problême V. Transfarmerun triangle P^G(^\^. 164) 
en un autre qui soit semblable au triangle donné FEG 
(Fig. i65). 

Soit AO la hauteur du triangle ABC. Je fais El =BG ; par 
le poÎDt £ j'élève , perpendiculairement à £G , la droite 
EH^OA ; je mené HK parallèle à EG , et du point K je 
tire au point I la droite KJ ; ce qui me donne le triangle KEI 
égal en surface au triangle ABC , puisque ces deux triangles 
ont bases égales et hauteurs égales. Du point K , je mené 
KL parallèle à FG ; et ayant déterminé {190) une moyenne 
proporrionaelle EM entre EL et El , je mené MN parallèle 
à GF , et je dis que le triangle EMN est celui qu'on demande. 
Car d'abord ce triangle est semblable au triangle EGF ; reste 
donc seulement à démontrer qu'il est égal en surface au 
tiÎBagle EIK. 

Les deux triangles ELK, EMN, étant semblables, on a 
(171), ELK;EMN :: (EL}':{EMy. Or, puisque, par hypo- 
thèse ^ on a la propqrtion continue , ^ EL : EM : El , on 
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aura (Théorie des proportions), (EL)' :(EM)' :: EL: El. 
Donc, ELK : EMN :: EL : El. Les deux triangles ELU, 
EIK, qui ont oifr^me liaïuenr, sont entre eux comme leurs 
bases (12g). Ainsi, EL :EI :; ELK ; EIK. Donc, ELK: 
EMN :: ELK:EIK. Donc, à cause des antécédents 
égaux, les conséquents seront aussi égaux. Ainsi , EMN - 
EIK. 



262. Problème VI. Transformer un triangle donné en un 
polygone semblable à un polygone donné. 

Soit le triangle donné X ( Fig, 166 } qu'il s'agît de conver- 
tir en un polygone semblable au polygone ABCDEF ( Fig. 
167). Je transforme, parle I". cas de l'article aSy, le poly- 
gone dont il s'agit ep un trtiuigle ABK , qui a l'angle B et le 
côté AB commims avec lui. Ensuite je transforme, par l'ar- 
ticle précédent , le triangle X en un triangle BMN semblable 
au triangle BAK. De l'angle B , je mené aux angles F , E , D , 
du polygone AFEDCB , les diagonales BF , BE, BD. Par le 
point M, je mené MP parallèle à AF ; par le point P, PQ 
parallèle à FE; par le point Q, QR parallèle à ED; par le 
point R , RS parallèle à DC. D'où l'on voit que le» deux 
polygones BCDEFA , BSRQPM , sont semblables , puisqu'ils 
sont composés d'un même nombre de triangles semblables' 
chacun à chacun , et semblablement disposés. On aura donc 
cette proportion f 181 }, BCDEFA : BSRQPM :: (BA)' : 
{BM)\Mais, à cause des triangles semblables BAK , BMN, 
ona(i70,(BA)': fBMy :: BAK, BMN. Donc on aura, 
BCDEFA : BSRQPM :: BAK : BMN. Or , les antécédents 
de cette proportion sont égaus par hypothèse. Donc les 
conséquents le sont aussi. Ainsi le polygone BSRQPM, qui 
est semblable au polygone BCDF^î'A , est de plus égal an 
triangle BMN , on au triangle X. 

263. Corollaire. Un polygone étant donné, on peut en 
construire un autre qui en soit multiple dans tel rapport qu on 
voudra , et qui de plus soit semblable à un polygone donné. 
Car, après avoir trouvé (260) im triangle ABM (Fig. i65]r 
qui soit multiple du polygone donné, dans la raison donnée ^ 
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il ne s'agira plus que de transformer , par la méthode de l'ar- 
tiide précédent, le triangle ABM en un polygone semblable 
à un polygone doBné. 

364. Problème Vil. Diviser un triangle ABC (Fig. 1G8 
ou 169) en plusieurs parties égales , en Jaisant partir les 
Ugnes de division d'un point donné. 

Qu'il s'agisse , par exemple , de partager le triangle ABC 
en trois parties égales par des lignes qui partent du point D 
placé sur le côté AB. Je transforme faSS) le triangle ABC 
eo un autre DBE qui ait son sommet au point D. Iilnsuite , 
ayant partagé (145J la nouvelle base BE en trois parties 
égales BF, FG, GE, je mené les droites DF , DG; ce qui 
me donne les trois triangles égaux en surfaces , DBF , DFG , 
DGE , comme ayant bases égales et même hauteur. Ainsi , 
chacun d'eux est le tiers du triangle DBE, ou du triangle ABC, 
Dans la Figure 168 , oft le point G tombe entre les points B 
et C , les deux triangles DBF , DFG , font partie du triangle 
ABC; et par conséquent la partie restante DGCA est le tiers 
de ce triangle. Dans la Figure 1 69 , où le poiot G tombe au- 
delà du point C , il n'y a que le triangle DBF qui fasse entiè- 
rement partie du triangle ABC. Alors il faut mener la droite 
DC ; par le point G , la droite GK parallèle à DC ; et du 
point D au point K , la droite DK. Cette construction rend 
le triangle DKC égal au triangle DGG, puisque ces deux 
triangles ont même base DC , et qu'ils sont compris entre les 
mêmes parallèles. Ajoutant à chacun le triangle DGF , on 
aura le quadrilatère DFCK égal au triangle DFG, Ainsi ce 
quadrilatère est le tiers du triangle DBE , ou du triangle 
ASC ; et par conséquent le triangle restant ADK en est aussi 
le tiers. 

Si le point D n'étoit pas placé sur le côté AB , ni sur son 
prolongement, on commenceroit par transformer, par le 
II'. cas de l'article aSS , le triangle proposé en un autre dont 
no câté, prolongé s'il étott nécessaire, passât par le point 
D ; ensuite on opéreroit , par rapport à ce nouveau 
triangle , comme on vient de le faire par rappoit au triangle 
ABC. 
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265. Corollaire. Soit h Rgt\re ABGDEF(Fig. 170) qu'il 
faut partager , par exemple , en troi§ parties égales , par de* 
lignes qni paitent du point G plaré sur le noté AB. Je com-t- 
mence par transformer (aSy, l"ca9), lepolygone ABCDEP 
en un triangle ABH , qui ait un angle B et un côté AB com- 
muns avec ce polygone. Ensuite je convertis (aSS, 1°. caaf 
ce triangle en un autre GBK , qui ait son sommet au points. 
G , et qui conserve l'angle B. Je partage la base BK en iroi» 
parties égales BM, MN , NK, et je tire les droites GM; 
ON. Par-là , j'ai les trois triangles GBM , GMN , GNK , qui 
sont égaux en surface , et qui sont par conséquent chacun le 
tiers du triangle GBK , ou du triangle ABH , ou du polygone 
ABCDEF. Le premier , GBM , fait partie de ce polygone. 
Le point N étant placé en delà de' C , je tire la droite GGj 
et par le point N je lui mené la parallèle NR qui rencontre 
CD au point R ; du point G au point R , je tire la droite 
GR. Alors les deux triangles GCR , GCNj sont égaux en 
surface , comme ayant la même base GC , et étant compris 
entre les mêmes parallèles GC , NR, Ajoutant à chacun le 
même triangle GMC , on aura le quadrilatère GMCR égal en 
surface au triangle GMN. Ainsi ce quadrilatère est le tiers du 
polygone ABCDEF , et par conséquent la partie restante 
AGRDEF de ce polygone en est encore le tiers. Les trois 
parties égales de ce polygone sont donc le triangle GBM j| 
le quadrilatère GMCR , et le polygone partiel AGRDEF. 



CHAPITRE IX. 

jDe ifuelijues questions gui concernent les Maxima 
et les Minima dans îçs Jigures, 

s66. 1 L y a des quantités qui vont sans cesse en augmen^^ 
tant ou en diminuant : dn premier genre sont les termes 
de la progression géométrique ascendante ~ 1 : a : 4 ^ 8 j 
çtc. ; du second sont les termes de la progression géomé^ 
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trique décroissante— 27 : 9 : 3 : i : | : etc. Mais il y a d'autres 
quantités ( et ce sont celles dont il est ici question ) qui , 
après avoir augmenté jusqu'à un certain point ^ vont en«* 
suite en diminuant ^ ou qui y après avoir diminué y vont 
ensuite en augmentant. Soit y par exemple^ le demi-cercle 
AOB (Fig. 171), dont AB est le diamètre : les ordon- 
nées MP vont en augmentant depuis A jusqu'en O y ensuite 
en diminuant depuis O jusqu'en 3 > la plus grande est le 
rayon OC. Au contraire y si Ton mené la droite £D pa- 
rallèle au diamètre AB ^ et terminée par les perpendicu- 
laires A£^ BD ; les droites MQ vont en diminuant depuis A 
jusqu'en O^ ensuite en augmentant depuis O jusqu'en B ; la 
phis petite de ces lignes est celle OR qui tombe sur le 
rayon CO prolongé, 

Ujae quantité qui est ainsi y parmi toutes celles de son 
espèce ^ la plus grande y ou la plus petite possible , s'ap- 
pelle un maximum ou un m.inimum>. 

«67. Deux figures dont les périmètres ou contours sont 
égaux s'appellent ^^rej isopérijnetres^ 

fi68. Théorème L De tous les rectangles AC X CB , 
AD X PB (Fig. 172) , que Von peut construire sur les deux 
parties £une ligne AB comme côtés contigus à un même 
angle, le plus grand y ou le maximum , estlequarré , dest-^à-^ 
dire le rectangle dont les côtés AC y GB , sont égaux. 

Le point C étant le milieu de AB , on a (204)^ (A.C)'' — 

(Ca3y = AD X DB. D'où l'on voit que le quarré (AC)sur- 

passe le rectangle AD x DB du quarré (CD)\ Ainsi le 

• quarré (AC)' est un maximum , parmi tous les rectangles 

que l'on peut former avec les deux parties d'une ligne. 

^69. Corollaire. Donc , parmi tous les rectangles isopé^ 
rimetres , le quarré a la plus grande surface. J'entends que 
si on a un quarré ACBM (Fig. 173), et un rectangle ADBN 
(Fig. i74)> qui aient des périmètres égaux, la surface du 
quarré est plus grande que celle du rectangle. Car , en 
représentant par la même ligne AB (Fig. 172), la moitié 
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du périmètre du quarré ou du rectangle , et désignant le* 
mêmes lignes par les mêmes lettres dans les trois figures , on 
a, par l'article précédent, (AC)' > AD x DB. 

ayo. Problème I, Trouver sur la base AB d'un triangle 
donné AGB {Fig. lyS) un point C tel qu en abaiisanc xur 
les deux autres c4tés GA , GB , les perpendiculaires CK | 
CH , le rectangle CK X CH soit un maximum. 

Le point cherché est le miHeu de AB , en sorte que si de 
Jjout autre point D on abaisse sur GA , GB , les perpendicu— 
*iiresDF,DE,onauraCK x CH > DF x DE; caries trian- 
gles semblables ACK , ADF , donnent AC : AD :t CK : DF ; 
et les triangles semblables BGH , BDE , donnent GB ou AG : 
BD :: CH : DE. Multipliant ces deux proportions par ordre, 
on aura (AC)" : AD X DB :: CK x CH : DF x DE. Or, (268), 
le point C étant le milieu de AB , on a (AC)' > AD X DB. 
Donc aussi alors CK x CH > DF x DE. 



ayi. Problême II. Inscrire dansuntriangleGAB{Vîg,ij6} 
.le plus grand rectangle possible. 

La question se réduit à trouver sur l'un AB des côtés 
du triangle proposé un point C , qui soit tel que , menant 
CK perpendiculaire, et CH parallèle au côté GAj ensuite 
HM parallèle à CK , le rectangle CKMH ou CK x CH 
soit plus grand que tout autre rectangle DFNE ou DF X" 
DE, que l'on formeroit en menant de tout autre poiutD 
la droite DF perpendiculaire , la droite DE parallèle à AG , 
et la droite EN parallèle à DF. Or , le point cherché est 
le milieu C de AB ; ce qui se démontre comme l'article pré- 
cédent , eu considérant que les deux triangles ACK , ADF, 
sont semblables , et que les deux triangles BCH , BDE , sont 
semblables. D'où résulte la proportion composée (AC)' : AD 
>c DB :: CK X CH : DF X DE ; par laquelle on voit que le 

»int C étant le miLeu de AB , le rectangle CK X CH est un 
imum. 

372. Problème m. Deux points A et B (Fig. ly-p) étant 
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donnés hors d'une ligne MN , trouver sur cette ligp,e un 
point C , tel que , meruint les droites AC, CB, leur somme 
AC •+- CB soit un minimum. 

Ehi point A j*abaisse 8ur MN la perpendiculaire AK , 
que je prolonge de la quantité KH=KA; par le point H 
et le point B je tire la droite HCB , qui rencontre MN au 
point cherché G ; de sorte que si Ton mené la droite CA , 
la somiiie AC + CB est un minimum. En effet menons de 
tout autre point D pris sui: MN les droites DA , DB , et 
tirons DH. La droite AH étant perpendiculaire sur MN , 
réciproquement MN est perpendiculaire à AH (35). Donc, 
à cause de KHz=zKA, on aura (37) CA=CH, DA=DH. 
DoncAC-4-CB=HB, et AD4-DB=DH-f-DB. Or, (5) 
HB < DH4-DB. Donc aussi AC-hCB < AD-hDB. 

^73. Corollaire. A cause des deux triangles rectangles 
AKC, HKC, parfaitement égaux, les angles ACK, HCK, 
sont égaux. Or, l'angle HCK=rangle BCD (36) : donc les 
deux angles ACK , BCD , que forment les lignes AC , BC , 
avec la droite MN , sont égaux lorsque AC -f- CB est un 
minimum,. 

Supposons que MN représente l'une des bandes d'un 
billard , A et B deux billes , dont l'une A doit aller frapper 
l'autre B par bricole > c'est-à-dire , en venant toucher la 
bande MN ; le point C , où la bille A doit venir toucher 
la bande MN , se déterminera par la construction de l'article 
précédent, parceque la bille A se réfléchit en faisant Tangle 
de réflexion BCN égal à l'angle dincidence ACM. 

274. Théorème II. De tous les triangles AMB , ANB 
(Fig. 178), qui ont pour ba^e une m,éme corde AB dun 
cercle , et leurs sommets à la circonférence , placés dun 
même côté, le triangle isoscele AMB a la plus grande surface» 

Qu'on abaisse des points M et N les perpendiculaires 
MO, NP , sur AB : il est clair que la plus grande de ces 
perpendiculaires est celle MO , qui répond au milieu M 
de l'arc AMB , ou qui , étant prolongée , passeroit par lé 
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sntre C du cercle. D'où i! résulte que le produit , 

ou la surface du triangle isoscele AMB , est un maximujn, 

vjS. Corollaire I. Donc , de tous les triangles rectan-* 
gles AMB , ANS (Fig. 179), qui ont la même hypot^ 

ise AB , le triangle isoscele AMB a la plus grande surface. 

ar, si sur l'hypoténuse commune AB, comme diamètre, 

1 décrit \\a demi-cercle AMB, tous les sommets M, N, 
des angles droits seront placés à la circonférence ; et lo 
triangle isoscele AMB aura la plus grande hauteur MO , qui 
L «st un rayon perpendiculaire à AB. 

376. Corollaire II. De tous les rectangles AMBK 
fc.NBH (Fîg. 180), que l'on peut inscrire dans un cercle 

! quarré AMBK a la plus grande surface. Car tirant la 
diagonale AB , elle est évidemment un diamètre du cercle 
et les triangles rectangles AMB , ANB , sont les moitié» 
du quarré AMBK et du rectangle ANBH. Or , le premier 
triangle qui est isoscele , est plus grand que le second. 
Donc aussi le quarré AMBK est plus grand que le 
|:tangle ANBH. 

377. Théorème III. De tous /es triangles AMB , ANB 
(Fig. 178 ) , le triangle isoscele AMB est celui dans lequel 
la somme des câtés MA , MB est un maximum ; c'est-à- 
dire que MA+MB > NA+ NB. 

Prolongez BN de la quantité NXi^NA , et tirez les 
droites MX , MN. Dans les deux triangles MNA, MNX 
le côté MN est commun ; le côté NA:=le côté NX ; leg 
deux angles MNA , MNX , compris entre les côtés ég: 
sont égaux, puisque le premier a pour mesure (io3) la moitïd 
del'arcAZBM, lesecond pour mesure (io5) la moitié de l'aro 
MAZB, et que les deux arcs AZBM, MAZB, sont égaux, 
à cause du triangle isoscele AMB , et de la partie com^ 
mune AZB.Donc les deux triangles MNA , MNX sont par-f, 
faitement égaux (49}. Ainsi MX=MA=MB. Donc MA-f» 
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MB=MX-f-MB, et NA-f-NB=:NX-hNB=XB. Or, 
MX-*-MB>XB. Donc MA-hMB > NAh-NB. 

378. Théorème IV. De tous les triangles isopérinietres 
ACB , ADB (Fig. 181), qui ont la même ba^e'AS, celui 
qui a la plus grande surface possible est le triangle isos-- 
cela ACB. 

Menez par le sommet C du triangle isoscele ACB la 
droite MN parallèle à AB. Les angles ACM, BCN, sont 
évidemment égaux, et la somme AC -h CB des deux lignes 
AC jj BC , est moindre que la somme AR -h RB de deux 
lignes menées d'un autre point R , pris sur la droite MN , 
aux points A et B (272 et 273). A plus forte raison la 
somme CA+CB seroit moindre que la somme RAh-RB , 
si le point R étoit placé au^-dessus de MN. Donc , puis- 
qu'on a DA4-DB=CA-4-CB , le point D est nécessai- 
rement placé au-dessous de MN , c'est-à-dire , dans l'espace 
compris entre les deux parallelles AB , MN. Donc , si du 
point C on abaisse CO perpendiculaire à AB , et que par 
le point D on mené parallèlement à AB ou à MN la droite 
DQ qui rencontre CO en Q , on aura CO > QO. Et 
conune les lignes CO , QO , sont les hauteurs des- deux 
triangles ACB , ADB, qui ont même base AB, il s'ensuit 

que la surface du premier c'est-à-dire , est un 

maximum. 

■ 

279. Théorème V. Si un triangle rectangle ABC et un 
autre triangle ABD (Fig. 182) ont la même hase AB et 
le -côté BC égal au câté'BD , la sur/ace du premier triangle 
sera plus grande que celle du second, ■ 

Par le point D menez parallèlement à AB la droite DQ, 
qui rencontre BC au point Q. L'angle ABC étant droit, 
les lignes BC , BQ ,• sont les hauteurs des deux triangles 
ABC, ABD. Or , dans le triangle rectangle BQD le côté 
BQ est moindre que l'hypoténuse BD. Donc , à cause 
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AB V BC* 

de BD=BC, on aura BQ < BC- Donc — ^ ou la 

surface du triangle rectangle ABC , est plus grande que^ 
— ou la surface du triangle ABD. 

280. Théorème VI. De tous les polygones inscrits dans 
un même cercle , et ayant le même nombre de côtés , celui 
ABCDEF (Fig. i83), dont la surface est un maximum^ 
a tous ses côtés égaux. 

Menez la diagonale A£ ; et d'un point quelconque O 
de Tare AFE , tirez les cordes OA , OE. La surface du 
polygone ABCDEF étant un mxtxirnumy il faut nécessaire- 
ment que la surface du triangle AFE soit plus grande que 
celle du triangle AOE ; car y si la surface du triangle AC£ 
égaloit ou surpassoit celle du triante AFE , la surface du 
polygone ABCDEF ne seroit pas un m^iximum ^ puisqu'elle 
seroit égalée ou surpassée par celle du polygone ABCDEO ; 
ce qui est contraire àrh}rpothese. Or , les detixtriahgle AFE ^ 
AOE étant inscrits dans le même cercle^ et ayant la même 
base AE ^ celui qui a la plus grande surface est le triangle 
isoscele AFE ( 274). Ainsi dans le polygone ABCDEF dont 
la surface est un maximum, le côté EFrzle côté FA. On 
démontrera de même (en menant les diagonales FB, AC, 
BD, CE) , que FA==AB; que AB=BC ; ainsi de suite 
de proche en proche.;^ quelque soit le nombre des côtés du 
polygone. Donc^ etc. 

281. Corollaire. Le polygone inscrit au cercle, et dont 
tous les côtés sont égaux , a aus$i évidemmex^t tous ses 
angles égaux , et par conséquent il est régulier. Ainsi de 
tous les polygones inscrits dans un même cercle, et d'un 
même nombre de côtés , celui qui a la.plus^ande sur- 
face est le polygone xégiilier. 

Le triangle équilatéral étant; ïm polygone régulier , il 
«^ensuit que de tous les triangles inscris dans un même 
cercle, celui qui a. la jdus graiide surface, est le triangle 
équilatéral. 
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afla. Remarque. La même manière de raisonner s 
plique aux périmètres des polygones; et, en s'appuyantsi 
le théorème UI , on démontrera que de tous les polygone» 
inscrits dans un même cercle , et d'un même nombre de 
côtés , celui dont le périmètre est un maximum. , est le 
polygone régulier. 

a83. Théorème VIL De tous las polygones Uopérime- 
tres et d'un même nombre de côtés , celui ABCDEF 
(Fig. 184), dont la surface est un maximum, a tous ses 
câeés égaux. 

Menez la diagonale AE , et construisez un triangle AOE 
isopérimetre au triangle AFE et ayant la même base AE. 
La surface du polygone ABCDEF étant im maximum, , 
et par conséquent plus grande que celle du polygone 
ABCDEO, il est évident qu'à cause de la partie commune 
ABCDE la surface du triangle AEF est aussi un jnaxi- 
mum dans son genre, ou plus grande que la surface du 
triangle AOE. Donc (278) le triangle AFE est îsoscele, 
c'est-à-dire qu'on a FE^FA. On démontrera de même 
fen menant les diagonales FB, AC, BD, GEJ , que FA 
=AB , AB=BC , BC— CD , CD=DE; ainsi de suite 
si le polygone avoit un plus grand nombre de côtés. 
Donc , etc. • 

284. Théorème VUI. Tous les côtés d'un polygone 
AFEDC (Fig. i85) étant donnés , à Vexcepcioii du der- 
nier AC , la surface de ce polygone sera un maximum, 
si l'on dispose tellement ses càtés que les angles A , F , 
E, D , C , soient placés à la circonférence d'un demi-cercle 
^ui aurait le dernier côté AC pour diamètre. 

D'an angle quelconque E menez aux extrémités du dia- 
mètre AC les cordes EA , EC. L'angle AEC étant droit , 
la surface du triangle AEG est plus grande 0^79) 1"^ 
celle de tout autre triangle GKM (Fig, 186), qui aoroil 
le côté KG=EA, et le côté KM = EC. Qu'on fasse siu- 
KG la portion de polygone KGH parfaitement égale et 
semblable à la portion de polygone EAF , et sur KM la poi^ 
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tion de polygone KMI parfaitement égale et semblable à la 
portion de polygone ECD : on aura deux polygones AFEDC , 
6HKIM f égaux dans toutes leurs parties correspondantes y 
excepté dans les deux triangles £AC y KGM* Donc ^puisque 
la suiface du premier triangle est plus grande que celle du 
second , il s'ensuit que la surface du premier polygone est 
aussi plus grande que celle |ki second. 

a85. Théorème IX. Un polygone ABCDÉF (Fig.187), 
inscrit dans un cercle y est plus grand qiCun autre polygone 
GHQKLM (Fig. 188) fait avec les mêmes côtés , et non 
inscrit. 

Menez le diamètre AN et les cordes DA , DN , NC ; 
sur KI=:DC faites le triangle KPI parfaitement égal au 
triangle DNC. L'angle ADN étant droit , le polygone par- 
tiel AFEDN est plus grand que le polygone partiel 
GMLKP (^4)' P^^ ^^ même raison le polygone partiel 
ABCN est plus grand que le polygone partiel GHIP. Donc 
le polygone total. ABCNDEF est plus grand que le poly- 
gone total GHIPKLM. Retranchant de ces polygones les 
triangles égaux NDC, PKI^ restera le polygone ABGDEF > 
le polygone GHIKLM. 

286. Théorème X. De tous les polygones isopérimetres 
et d'un mêm,e nombre de côtés , le polygone régulier est 
celui qui a la plus grande surface. 

1°. De tous les polygones dont le périmètre et le nombre 
de côtés sont les mêmes y le plus grand a tous ses côtés 
égaux ( 283 ) ; premier caractère du polygone réguher. 
2^. De tous les polygones faits avec les mêmes côtés , le 
plus grand est celui qui a tous ses angles à la circonfé- 
rence du cercle ( 285 ) ; second caractère du polygone 
régulier. Ainsi le plus grand de tous les polygones isopé- 
rimetres et d'un même nombre de côtés, est le polygone 
régulier. 

^87. Théorème XI. Si un cercle et une autre figure quel^ 
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eonifue sont isopérimetres' y la surface du cercle sera plus 
grande que lia sUrfaùe de cette figure^ 

Tout cercle peut être considéré comme un polygone ré- 
gulier d'une infinité de côtés inscrit dans un vrai cercle. 
D'un autre côté , quelle que soit l'espèce de la figure isopé- 
rimetre au cercle , nous pouvons concevoir que son péri- 
mètre est partagé en autant de parties qu'il y a de côtés 
dans celui du polygone régulier que l'on suppose coïnci- 
der avec le cercle proposé. Nous aurons donc deux poly- 
gones isopérimetres et d'un même nombre infini de côtés ^ 
l'un régulier , qui est le cercle , l'autre de telle nature qu'on 
voudra. Or , par les articles précédents , la surface du pre- 
mier est plus grande que celle du second. Donc la surface 
du cercle est plus grande que celle de toute autre figure qui 
lui est isopérimetre; 

â88. Corollaire. Donc , pour enfermer le plus grand 
espace possible par une courbe de longueur donnée , il faut 
que cette courbe soit une circonférence de cercle ; et pour 
enfermer un espace donné , par une courbe qui ait la moindre 
longueur possible^ il faut que cette coiu'be soit une circonfé-» 
rence de cercle. 
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TROISIEME PARTIE 



/ 



DES SOLIDES. 



2,8g. ï. e^vlP espace renfermé de tons cAtês par des surfaces 
qui se reôeontPeist , s'appeHe corps ou solide. 

Lorsque toutes les faces qui enveloppent un corps sont des 
polygones rectilignesplans^ il s'appelle en général polyèdre; 
et il prend spécialement le nom de tétraèdre , pentaédre , 
exaédre, eptaédre j octaèdre , ennéaédre , décaèdre , endecaè- 
dre j dodécaèdre, etc.^ selon qu'il est terminé^ ou par 4 
faces^ ou par 5 , ou par 6 , ou par 7 , ou par 8 ^ ou par 9 , 
ou par lô ^ ou par 1 1 ^ ou par \t^, etc. 

Un potj-rédf e dont toute3 les faces sont des polygones 
réguliers^ égaux et semblablement situés dans l'espace^ 
forme ce qu'on appelle un corps régulier , ou un polyèdre 
régulier. J'emploierai ordinairement cette dernière dénomi- 
nation. On verra dans la suite que le nombre des polyèdres 
réguliers est assez limité. 

Il est clair qu'en général il ne peut pas exister de polyèdre 
qui n'ait au moins quatre faces ; car il est impossible qu'un 
espace soit enfermé de tous côtés par un moindre nombre 
de faces. 

2go. Les corps qui sont terminés par des surfaces courbes^ 
ou en partie planes , en partie courbes , ont des noms relatifii 
à la nature de ces surfaces ^ ou à la manière dont on imagine 
qu'ils sont engendrés. Le nombre en est infini. 

agi. L'objet de cette troisième partie est d'apprendre à 
mesurer les surfaces et les solidités des corps terminés par 
des figurç^ rectilignes ou circulaires. Nous ferons encore la 
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même chose à Tégard de la sphère , qui est parmi les solides 
ce que le cercle est parmi les polygones. 

Il y a dans ces différents corps certaines portions de sur- 
faces , ou de solidités , qui peuvent être également détermi- 
nées , ou rappelées à d'autres expressions plus simples , par 
le moyen de la seule géométrie élémentaire. Je donnerai 
quelques problèmes de cette nature curieux et utiles. 

Quant aux autres espèces de corps- ^ leurs surfaces et leurs 
solidités ne peuvent être déterminées en général qu'à l'àîde 
du calcul intégral ^ qui formera l'objet d'un traité particulier, 

Coinme nous aurons besoin , dans les recherches que je 
viens d^indiquer y de plusieurs propriétés des plans , consi- 
dérés en eux-mêmes^ ou par rapport à certaines lignes 
droites , ou par rapport à d'autres plans , je commence par 
donner la théorie générale des plans , ou du moins ce qu elle 
contient de plus essentiel. 



CHAPITRE PREMIER. 

r 

Des plans. 

292. Un plan est^ comme nous l'avons déjà dit (6)^ 
une surface sur laquelle on peut tracer des lignes droites en 
toutes sortes de sens. 

agS. Supposons , pour nous faire une image sensible des 
plans , deux lignes droites AB , AK ( Fig. 1 89 ) , qui con- 
courent en un point A , et utte troi^etné ligne droite CD , 
qui se meuve d'une maniere^ quefeonque en touchant conti- 
nuelleikie|9it les droites AB , AK : les traces que la ligne' CD , 
regardée comme colorée, laisse après elle d^i^ chacune de- 
ses positions successives dans l'espace , est uâe surface plane, 
ou un plan , puisqu'on y peut évidemment décrire des lignes 
droites dans tous les sens. Les droites AB, AK , sont elles- 
mêmes du nombre de ces lignés. 

9^ 
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On voit par-là en même temps que deux lignes droites qui I 
se rencontrent sont toujours àitiiéts dans un mèjne plan. 

394. A mesm-e <]ue le poin^A s'éloigne, les lignes AB , 
AK , tendent au parallélisme ; et elles deviennent enfin pa- 
rallèles quand le point A est iafiiiiment éloigne. En considé- 
rant toujours ce point comme appartenant tout à la fois aux 
lignes AB, AK , on voit que deux lignes parallèles existent dans 
un même plan; et ce plan peuttoujoursètre regardé comme 
produit parla trace delà ligne CD le long des deux parallèles. 

395. Une ligne droite est dite perpendiculaire à un plan, 
lorsqu'en le rencontrant elle ne penche d'aucun côté , c'est- 
à-dire quand elle est perpendiculaire à toutes les droites qui 
passent par son pied dans ce plan : telle est la droite AB 
(Fig. igS) par rapport au plan IK. 

296. Deux plans qui se coupent forment ensemble des 
angles qu'on appelle angles plans : tels sont les angles CEA, 
CDB C FLg. 1 99 J , que les deux plans CD , AB , forment entre 
eux en se rencontrant en ED. 

Ces deux angles , ^uî sont placés d'un même cûté par rap- 
irt à l'unAB des deux plans, sont des angles plans desuite^ 
Nous verrons ci-dessous comment on mesure les angles 
ilans. 

397. Lorsqu'un plan tombe sur un autre plan sans pen- 
cher d'aucun côté , il est perpendiculaire à ce plan ; et réci- 
proquement celui-ci lui est perpendiculaire. 

298. JIsuit de là que par une ligne droite tracée sur un 

plan on ne peut élever qu tm seul plan perpendiculaire au 

premier ; car tout autre plan élevé sur la même ligne pen- 

'lera plus ou moins à droite ou à gauche sur le premier 

et par conséquent ne lui sera pas perpendiculaire. 



299, Il suit encore qu'un plan est perpendiculaire à 1 
autre , lorsqu'il passe par une ligne perpendiculaire à celi 
car soit la droite AB (Fig. 196^ perpendiculaire . 
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planIK, et de son pied B pour centre soit décrite sur ce 
plan une circonférence de cercle : chaque point A de la 
droite AB étant semblablement placé dans l'espace par 
rapport k tous les points de la circonférence , tout plan 
que l'on fera passer par AB aura également la même po- 
sition par rapport au plan IK dans toute l'étendue de la 
circonférence; il ne penchera donc d'aucun côté, c'est-à-dire 
qu'il sera perpendiculaire au plan IK ; et réciproquement. 
On voit aussi par-là qu'un plan perpendiculaire à un 
autre peut être censé passer par une ligne droite perpendi- 
culaire au second. 

3oo. Deux plans sont appelés parallèles, lorsqu'ils sont 
par-tout également éloignés l'un de l'autre. 

La supposition de cette égalité de distances de tous les 
points de deux plans parallèles , peut présenter ici quelque 
obscurité : elle sera pleinement dissipée dans la suite. 

Propositions générales sur la théone des plans. 

3oi. Théorème \. Si parun point ^{W\^, ic^o) , situé dans 
le plan DE , on mené la droite AB dans ce plan , et mie 
droite BC qui s'élève ou s'abaisse par rapport à ce même 
plan , le système des deux lignes AB , BG , ne formera pas 
une seule et même ligne droite. 

En effet la droite AB peut être prolongée suivant BF dans 
le plan DE : ainsi , puisque BC ne tombe pas sur la direc- 
tion BF , il est évident que ABC forme une ligne brisée en B. 

3o2. Théorème II. Par une même ligne AR (Fig. 191 ), on 
peut Jaire passer une infinùé de plans. 

Menez, parie point A, une infinité de droites AD, AG, 
AF ; et concevez que la droite AB se meuve parallèlement 
à elle-même le long de toutes ces lignes : elle engendrera de» 
plans qui passeront tous par AB. Donc , par une même 
droite , on peut faire passer une inRnité de plans. 



3o3. Théorème III. La section commune EF de deux 
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plans AB, CD (Flg. 192), q^^ise rencontrent t oit une ligne 
(/riiite. 

i". H est visible que la section EF ne peut pas avoii- 
irois dimensions, puisque chacun des plans n'en a que deux. 

a". Cette même section n'a qu'une seule dimension j 
qui est une ligne droite : car entre les ileux points E et 
F, regardée comme appartenants au plan AB , on peut 
tracer sur ce plan une ligne droite EF ; et entre les deux 
mêmes points , regardés comme appartenants au plan CD , 
on peut tracer sur ce plan une ligne droite. Or , entre 
deux points on ne peut tirer qu'une seule ligne droite. 
Donc les deux lignes en question n'en forment qu'une 
seule , qui est par conséquent la section commune EF des 
deux plans. 

3o4. Théorème IV. Si une ligne AB (Fîg. igS) est 
perpendiculaire à deux droites CF , DE, qui se croisent à 
son pied B , dans le plan IK , elle sera perpendiculaire à 
ce plan. 

La proposition sera démontrée si l'on fait voir que la 
droite AB , supposée perpendiculaire aux deux droites CF , 
DE, sera également perpendiculaire à toute autre droite 
GH , menée par son pied dans le plan IK ; car alors elle n» 
penchera d'aucun côté par rapport h ce plan. 

Faites les quatre ligues BC, ISD , BE , BF , égales entre 
elles, et menez les droites CD, EF , AC, AD, AE, AF , 
AG, AH. La droite A^ étant perpendiculaire sur le milieu 

les lignes CF , DE, qui sont égaler, on aura (Sy), AC = 
AD ^ AE. De plus , à cause des deux triangles CBD , 

'BE , qui ont les angles CBD , FBE , égaux , compris entre 
;c6tés égaux , et qui sont par conséquent parfaitement égaux 
"[49), on aura , CD^EF. Donc les deux triangles CAD, 

"^AE , qui ont les trois côtés égaux chacun à chacun , sont 

tarfaîtement égaux (5i). Ainsi Vangle ACD^ Vangle AFE. 

ît comme les deux triangles CBG , FBH , qui ont tous Te* 
angles égaux, et les côtés BC, BF, égaux, sont parfaitement 
égaux {5o) ; il s'ensuit que CG :^ FH. Donc les deux triangles 
ACG, AFH, qui ont un angle égal compris entre côtés 




I. 

^gaux cl^acun à chacun, sont parfaitement ^gaus. Ainsi 




AG= AH. Donc, puisqu'on a BG = BH, la droite AB a 
deux points A et B également éloignés des estrémités de la 
droite GH ; elle est donc perpendiculaire à GH (4o)- 

305. Corollaire I. Si nous imaginons que les deux lignes CF, 
DE f se meuvent parallèlement à elles-mêmes le long de ]a 
oroîte BA , elles engendreront deux plans qui seront perpen- 
diculaires au plan IK , puisqu'ils passeront l'un et l'autre par 
une même ligne AU perpendiculaire à ce plan. Ainsi deux 
plans qui se coupent suivant une ligne perpendiculaire à deux 
droites qui se croisent à son pied dans un pfan , sont perpen- 
diculaires à ne troisième plan. 

La proposition inverse est également évidente ; c'est-à- 
dire que , si deux plans sont perpendiculaires à un troisième 
plan , leur 'section commune sera perpendiculaire à leurs 
sections avec ce même pian. Car , supposons que CF , DE , 
soient ces sections ; et , par le point B où elles se coupent , 
élevons-leur la perpendiculaire BA : cette droite BA ne 
peut être que la section commune des deux plans proposés , 
puisque , suivant la ligne CF , ou DE , on ne peut élever 
qu'un seul plan qui soit perpendiculaire au plan IK, et que 
chaKïun des plans que la droite CF , ou DE , engendreroit 
en se mouvant parallèlement à elle-même le long de BA, 
est perpendiculaire au plan IK. Et comme une ligne ne peut 
pas être perpendiculaire à deux droites qui se croisent à 
son pied dans un plan , sans être perpendiculaire à ce plan , 
nous pouvons conclure encore que la section commune de 
deux plans perpendiculaires à un troisième plan est perpen- 
dïcnlaire à ce même plan. 

306. Corollaire II. Si d'un point A , situé hors d'un plan 
K, (Fig. 198) , on mené une perpendiculaire AB et une 
oblique AE àceplan, et qu'ayant joint leurs piedsBjE, 
par la droite BE , on mené dans le plan IK. la droite CD 
perpendiculaire à BE ; la droite AE sera perpendiculaire 
à CD. Car, faisant ED = EC , et tirant les droites BC , 
BD, AC, AD, onama (37) BG=:BDj et à causedesdeux 
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les rectangles ABC , ABD , parfaitement égaux , AC^u- 

Donc ces droites AC , AD , étant des obliques égale* 

qui dans le plan ACD s'éloignent également de A£ , il s'en- 

it que AE e&t perpendiculaire à CD: et réciproquement. ' 

Il est claii' que AE ne peut pas être perpendiculaire à une 

ligne du plan CD, autrement elle seroit perpendicu- 

ire à ce plan , ce qui est contre l'iiypothese. 

507. Théorème V. Si une tlroite AB {Fig. i(j/^) , située 
dans un pian TSRV perpendiculaire au plan IK , esi per- 
pendiculaire à la section commune VR de ces deux plans , 
elle sera perpendiculaire au plan IK. 

En effet , 1". la droite AB est perpendiculaire , par hj-r 
pothese , à la droite VR , qui passe par son pied B dans le 
planlKja". les deux plans TSRV , IK , étant perpendicu- 
laires entre eux, le second IK peut être consMéré (299) 
comme passant par la droite XBZ , perpendicidaire au pre- 
mier ; 3". la droite XBZ , étant perpendiculaire au plan 
TSRV , est perpendiculaire à toutes les droites BA , VR , qui 
passent par son pied B dans ce plan (sgS). Donc récipror 
quemeat la droite AB est perpendiculaire k XBZ. Ainsi AB 
çst perpendiculaire aux deux droites VBR , XBZ , qui se 
croisent à son pied dans le plan IK j donc elle est perpen-r 
iiiciilaire àce pIan(3o4)> 

- 3o8. Corollaire. Si de deux lignes parallèles AB , CD , l'une 
AB est perpendiculaire à un plan IK , l'autre CD sera ausM 
perpendiculaire au même plan. Car les droites parallèles 
ABj CD, sont dans un même plan TSRV, lequel, passant 
par AB , est en conséquence perpendiculaire au plan IK 
qu'il coupe suivant VR : de plus ces mêmes lignes sont 
perpendiculaires l'une et l'autre à la droite VR en tant qu'elle 
îippartJent au plan TSRV (Sy) ; et comme cette ligne VR. 
appartient aussi au plan IK , il s'ensuit que CD est dans 
ain plan perpendiculaire au plan IK , et qu'elle est perpen- 
^ulajre à la section commune de ces deux plans ; donc 
,plle est perpendiculaire au plan IK. 

309. Théorème VI. Lorsque deux droites AB, CD^ jora* 



"perpendiculaires à un même planlK, elles sont parallèles 
entre elles. 

Joignez les pieds B et D des deux perpendiculaires par 
la droite BD. Chacune des lignes AB , CD , étant perpen- 
diculaire au plan IK , si l'on fait passer un plan suivant AB 
et BD , il sera perpendiculaire au plan IK ; et de méine si 
l'on fait passer im plan suivant CD et BD , il sera perpen- 
diculaire au plan IK. Or , ces deux plans perpendiculaires 
à IK , passant par la même droite BDj n'en forment quua 
seul (ag8), dans lequel les droites AB , CD , sont situées ; 
et comme elles sont de plus perpendiculaires à la droite 
BDj il s'ensuit qu'elles sont parallèles (64), 

3ïo. Corollaire. Si deux droites AB , CD {Fig. igS), 
iont parallèles à une trobieme ligue EF , elles seront paral- 
lèles entre elles; car, si l'on imagine un plan auquel EF 
soit perpendiculaire , les deux droites AB , CD , étant cha- 
cun^ en particulier parallèles à EF, seront l'une et l'autre 
perpendiculaires au plan IK ( 3o8 ). Donc elles seront 
parallèles. 

3ii. Problème. I. D'un point A {Fig. ic)6) , situé hors 
d'un plan IK , abaisser une perpendiculaire à ce plan. 

Déterminez sur le planIK, au moyen d'un compas, ou 
d'un cordeau bien tendu , trois points C , D , E , également 
éloignés du point A ; faites passer par ces trois points 
une circonférence de cercle ; par le point A et par le cen- 
tre B de ce cercle menez la droite AB : elle sera perpendi- 
culaire au plan IK. Car les obliques 4-C , AH , situées dans 
le plan ACH , étant égales , AB est perpendiculaire à 
CH ; de même AB est perpendiculaire à DE. Donc AB est 
perpendiculaire aux deux droites CH , DE , qui se croisent 
à son pied B dans le plan IK. Donc elle est perpendicu- 
laire à ce plan {5o4). 

3i3. Problème II, Par un point donnéM (Fig. iQ'j)sur 
un plan IK, élever une perpendiculaire à ce plan. 

D'un point A , choisi arbitrairement hors du plan IK , 
abaissez une perpendiculaire AB à ce plan ; joignez le* 
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points B et M par la droite MB , et faitps passer un plan 
par AB et MN ; élevez an point M dans te plan une per- 
|>endiculaire MN à BM : cette ligne sera la perpen^cu- 
laire demandée ( Soy ). 

3i3. Remarque. Si on proposoit de mener d'un point 
situé hors d'un plan une perpendiculaire à une ligne tracée 
dans ce plan , le problème se résoudroit facilement par ce 
qui précède ; mais on peut observer qu'il revient à celui 
de l'article 43 j puisqu'on peut faire passer , par le point 
et la ligne donnée , un plan dans lequel on exécutera l'opé- 
«ration de l'article cité. 

De l'inclinaison d'un plan ou d'une ligne sur uïi plan. 

5i4. Théorème VU. Un angle plan CDB (Fig. igg) 
formé par deux plans CD , BD , qui se renconcrenc en ED^ 
a même mesure que Fangle rectiUgne IFG ,fvrmépar deux 
perpendiculaires IF , GF , menées dans ces deux plans au 
même point F de leur section commune. 

Imaginons qu'au premier instant le plan CD soit couché 
sur le plan BD , de telle sorte que les deux lignes IF , GF , 
supposées égales , ne fonnent alors qu'une seule et même 
ligne perpendiculaire à ED ; supposons ensuite que , le 
plan BD restant immobile , on fasse tourrrer le plan CD 
sur ED , comme sur une charnière , pour former l'angle 
plan CDB ; il est clair que , pendant ce mouvement j les 
droites IF , GF, demeurent toujours dans un même plan 
IGF perpendiculaire à ED , et que le point I décrit un 
arc de cercle qui exprime la quantité dont le plan CD 
s'éloigne de sa position initiale pour former l'angle plan 
CDB , et qui est par conséquent la mesure de cet angle. 
Orj ce même arc est la mesure de fangle rectiligne IFGi 
Donc l'angle plan CDB a même mesure que l'angle recti- 
ligne formé par deux perpendiculaires menées dans les 
deux plans à un même point de leur section commime. 

Semblablement l'jutre angle plan CEA a même mesure 
que l'angle rectiligne IFK. 







III. P A H T. C H A P. I, l5ff 

5i5. Corollaire. De là les théorèmes dëmontrés (3o , 
84» 36) I pour les angles rectilignesj et leurs corollaires, ont 
également lieu pour les angles pkns. Ainsi la somme de 
deuK angles plans de suite vaut deux angles droits ; les 
angles plans opposés par le sommet sont égaux ; si quatre 
angles plans formés autour d'une ligne sont tels que les 
opposés au sommet soient égaux deux à deux , les quatre 
plans n'en formeront réellement que deux ; etc. etc. 

3i6. Problème III. Déterminer l'angle d'inclinaison eTune 
Ugne droite à l'égard d'un plan. 

De même que la distance d'un point à un plan s'ex- 
prime par la perpendiculaire , laquelle est la plus courte 
ligne qu'on puisse mener du point proposé au plan; l'angle 
d'inclinaison d'une ligne par rapport à un pian , est le 
moindre de tous les angles que cette ligne forme avec le& 
différentes lignes droites que l'on peut mener par son pied 
dans ce plan. 

Ce principe posé, soit IF la ligne droite dont il faut dé- 
terminer l'inclinaison par rapport au plan AE , qu elle ren- 
contre en F ; et , pour éviter de faire une nouvelle Figure , 
considérons cette ligne en elle-même , indépendamment 
du plan CD qui est ici censé supprimé. D'un point quel- 
conque H de FI abaissons sur le plan AE une perpendi- 
culaire HL , er joignons les points L , F , par la droite LF : 
alors l'angle HFL est celui d'inclinaison de la droite IF à 
l'égard du plan AE. En effet l'angle HFl, est moindre que 
tout antre angle HFT que la droite HIF fait avec une droite 
FT , menée par son pied F dans le plan AE. Car si , après 
avoir abaissé du point H la perpendiculaire Hî sur FT , 
nous imaginons que sur FH , comme diamètre , on ait dé- 
criç un cercle , et que les. angles droits HLF , H(F , ont 
lenrs sommets placés sur la circonférence , on verra que la 
corde HL étant moindre que la corde Ht , l'angle HFL 
•era aussi moindre que l'angle HFf. 

317. Corollaire. Le plan HFL (en tant qu'il passe par 
HL perpeDdi,culaire à AE) , étant perpendiculairi 
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plan AE , le résultat précédent est le même que si on disoit 
que t angle tTînclinoison àe la droite IF , par rapport au plan 
^E , en celui que forment cette ligne eC la section commune 
K du plan A£ auec un second plan passant par FI et 
perpendiculaire au premier. 

Faites à ce sujet une observation souvent utile , qui est 
qu'on peut toujours faire passer par une ligne inclinée 
k un plan , un autre plan qui soit perpendiculaire au pre- 
mier ; car il ne faut pour cela que mener par un point de 
l'oblique , par exemple , par son pied , une perpendiculaire 
au premier plan , et taire passer un plan par ces deux lignes ; 
ii remplira la condition impos<$e. 

De<i plans parallèles. 

3i8. Supposons un plan de position lixe ; par exemple, 

I un pian horizontal : concevons que sur tous les points de ce 

pplan s'élèvent des perpendiculaires égales, et qu'ensuite on 

fasse passer une surface par toutes les extrémités supérieures 

des perpendiculaires dont il s'agit : cette surface sera dite 

parallèle nvi plan proposé. 

On voit que cette définition est analogue à celle que j'w 
|. donnée (55) pour les lignes parallèles. 

3ig. Corollaire. Il suit de là que la surface supérieure est 
un plan ; car toutes les perpendiculaires élevées sur le plan 
inférieur étant égales , si l'on imagine que ces lignes dimi- 
nuent continuellement de quantités égales , jusques à deve- 
nir nulles , il est évident que la surface parallèle conservera 
la même nature dans toutes ses positions. Or, dans sa der- 
nière position , elle vient se confondre avec le plan infé- 
rieur ; donc , dans toutes les autres , elle forme aussi un plan. 

Ainsi deux plans parallèles ont cette propriété caracté- 
ristique, que l'un passe par toutes les extrémités des ligne» 
perpendiculaireségales, élevées sur l'autre, en tous ses pointa. 

3ao. Théorème VIII. Si deux plans parallèles sont retf 
contrés par un troisième plan , les sections serontdes droites 
parallèles. 
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i". Chacune des deux sections (3o3) est une ligne droite, 
a". Ces deux lignes sont parallèles (55j , puisqii'en les regar- 
dant comme situées l'une et l'autre dans le plan sécant , la 
section supérieure passe par les entrf^niité» des perpendicu- 
laires égales élevées sur tous les points de la section infé- 
rieure, considérée comme située dans le plan parallèle infé- 
rieur. 

Sai, CV)ro//flire/. Les intersections de denx plans paral- 
lèles , avec un troisième plan , étant ainsi des droites paral- 
lèles , on voit (Sy , 58 , 5g) , que les perpendiculaires égales , 
élevées sur l'un des plans parallèles j expriment indifférem- 
ment et réciproquement la distance qui se trouve entre les 
deux droites parallèles, en un endroit quelconque , et que 
par conséquent ces deux mêmes parallèles sont par-tout éga- 
lement éloignées l'une de l'autre. ^ 

322. Corollaire II. Deux plans parallèles sont par-tout 
également. éloignés l'un de l'autre. Car si, par l'une quel- 
conque des perpendiculaires égales, on fait passer une infi- 
nité de plans, suivant des directions différentes, chacun de 
ces plans coupera les deux plans parallèles, suivant deux 
droites parallèles , par-tout également distances : il en sera de 
même pour toutes les autres paires de parallèles déterminées 
parles autres plans sécants. Or, toutes les distances de ces 
diiTérentes lignes étant égales , il est clair , relativement aux 
deux plans parallèles, que la distance d'un point quelconque 
de Tnii d'eus à l'autre plan est par-tout la même. Donc, etc. 

5a3. Théorème IX. Si deux plans parallèles GH, IK 
{Fig. 20o), sont rencontrés en. AC «BD, AE eC BF , par 
deux plans ABDC , ABFE, ^ui se coupent suivant AB , 
les deux angles CAE , DBF , /ormes sur ces deux plans 
parallèles , seront égaux. 

Faîtes AC = BD, AE = BF , et tirez les droites CE, 
DF, CD , EF. A cause du parallélisme des deux plan» 
GH , IK , les droites égales AC et BD sont parallèles ; et 
de même les droites égales AE, BF, sont parallèles. Donc 
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les quadrilatères ABDC , ABF£ , sont des parallélogram- 
tues; et on a (80) AB =:CD=:EF. D'un autre côté les deux 
lignes égales CD , EF , sont paialleles comme étant l'une 
et l'autre parallèles à AB (3io). Donc CDFE est un pa- 
rallélogramnic , et on a EC=^FD. Ainsi les deus triant, 
gles CAE , DBF , ont les trois côtés égaux chacun à cha^ 
cun , et sont par conséquent parfaitement égaux. Donc le«t 
I deux angles homologues GAE , DBF , sont égaux. 

^^^L Des angles solides, 

^f 524. Si plusieurs angles ESF, FSG, GSH , HSI , ISE 
^^^^ (ï^'g* 301 , n". 3), s'assemblent au point S, et forment au- 
j1 lour de ce point ime figure fermée , ]a somme de tou8 

I ces angles est ce qu'on appelle un angle solide : exprès-^ 

t Sion un peu impropre , mais abrégée. 

I II est évident que , pour fonner un angle solide , il faut 

L au moins trois plans; car ai on n'en prenoit que deux , il 

^^H* festeroit une ouverture entre eux. 

^^V 3a5. Théorème X. Dans tout angle solide X (F\g. 201 , 
t^^^ n". i)j composé de trois angles recdlignes VXY, VXZ,, 
YXZ, la somme de deux de ces angles est toujours pliif 
grande que le troisième angle. ' 

Soit VXY le plus grand des trois angles rectilignes ; 
faites l'angle VXT^l'angle VXZ; prenez les cfltés XT , 
XZ , égau-x entre eux ; et mener les droites TV , ZV , atf 
point V du cAté XV ; prolongez VT jusqu'à ce qu'elle ren- 
contre le côté XY «n un point Y , et tirez ZY. Les deuï 
triangles TXV , ZXV , sont parfaitement égaux , comme 
ayant un angle égal compris entre côtés égauk chacnn i' 
ehacun(49). Donc VT= VZ. Mais VZ + ZY > VY : donc/ 
en retranchant des deux membres les quantités égales VZ / 
VT , restera ZY > TY. Ainsi dans les deus triangles ZX Y / 
TXY , qui ont le côté commun XY et les côtés égaux XZ >, 
XTj le troisième côté YZ du premier est plus grand que 
le troisième côté YT du second. Par conséquent (79), 
■mng. YXZ > ang. TXY. Donc (à cause de ang. TXV=:= 
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ang. VXZ, et de ang. VXT + ang. TXY=a/7g. VXY) , 
on aura ang. VXZ -f- ang. ZXY > ang. VXY. 

3a6. Théorème XI. Quel que soit le nombre de plan* 
qui , en formant entre eux des angles saillants , se réu- 
nissent au point S (Fig. aoi , n". 2), l'angle solideS est 
toufours moindre que la somme de quatre angles droits. 
Nommons, pour abréger. S.... la somme de tous les 
; du sommet qui composent l'angle solide S ; 
... la somme de tous les angles à la base SEF , SFE , 
SGF, etc. des triangles latéraux ; 

P la somme de tous les angles EFG , FGH , etc. du 

polygone de la base ; 

N le nombre des côtés de ce polygone ; 

D La valeur de l'angle droit. 

Cela posé , la somme des trois angles de chaque triangla 
latéral valant deux angles droits , et le nombre de ces 
triangles étant le même que celui des côtés du polygone 
de la base , on aura S-(-B=:2D x N. Mais d'un autre 
côté (71), onaP — sD X N — 4D, ou aD X N^V + ZiO, 
Substituant cette valenr de zD x N dans l'équation S + B 
^zD X N , elle deviendra 
S + B = P -H 4D. 
Maintenant considérons les points F ^ G , H , etc. comme 
les sommets d'autant d'angles solides , composés chacun de 
trois angles rectilîgnes ; savoir , F des tt'ois angles EFG , 
EFS , GFS ; G des trois angles FGH, FGS, HGS , etc. ; 
nous aurons , en vertu du théorème précédent , B > P. 
Donc, puisque, dans i'éfpiation S + B=P + 4D, le terme B 
du premier membre est plus grand que le terme P du 
lecoDcl , il faut que l'on ait S < 4D. 

Say. Problème IV. Un angle solide étant supposé formé 
de trois plans seulement , déterminer T angle que deux de 
ces plans font ensemble, 

Soieat les trois plans ASB, ASC, ESBD( Fig. 202), 
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étesdus d'abord sur mi même plan , qui est celui de k plan*« 
che, et qu'on peut regarder comme horizontal, pourfiaer le»! 
idées. Je suppose que le plan ASB demeurant immobile, lei 
deux autres se relèvent, et tournent , l'un ASC , autour d«rl 
AS comme charnière , l'autre ESBD, autour de SB commv 
charnière , jusqu'à ce que les deux lignes SC, SE , supposée» * 
égales, vieiment se confondre et former une seule et même 
arête. Il naîtra de ce double mouvement un angle solide au- 
tour du point S ; et la question est , par exemple , de dé- 
lenniner l'angle que les deux plans ASB, ASC, feront alors 
ensemble. 

Cet angle est le même (3i4) que l'angle rectilîgne formé 
par deux perpendiculaires tirées , dans les deux plans , à 
un même point de leur section commune. Pour parvenir à 
I trouver celui-ci, du point C je mené CO perpendiculaire à 
1 section commune AS prolongée des deux plans ASB, 
lSC ; et du point E je mené EG perpendiculaire à BS. Cela 
' posé , j'observe que , pendant la rotation simultanée des deux 
plans ASC , ESBD , autour des lignes SA , SB , les droites 
CO,£G, demeurent toujours perpendiculaires aux lignes 
A-SO , BSG , et que , lorsque les points C et E viendront à 
e confondre , ils seront placés à l'extrémité supérieure d'une 
rne verticale, dont l'extrémité inférieure est représentée 
■ par le point H, intersection des droites CO, EG, sur le 
I plan horizontal. De plus , j'observe que l'extrémité supérieure 
I de la même verticale est distante du point O de la quantité 
' ÇO , puisque le point C décrit un arc de cercle dont OC est 
le rayon. Donc , si l'on mené HI perpendiculaire sur CO , et 
que du point O comme centre , avec le rayon OC , on dé- 
crive un arc de cercle qui coupe HI au point I ; qu'ensuite 
CW imagine que le triangle rectangle OHI tourne sur OH , 
comme charnière, jusqu'àdevenir vertical: le point I se con- 
fondra avec les points C et E. De plus , en regardant la J 
droite CO comme située dans le plan horizontal, c'est-à~ J 
dire dans le plan ASB, il est évident que l'angle lOC est le, 1 
même que celui que le plan ASC relevé fait avec le prolottii 
gement ASfr du plan ASB , puisque cet angle lOG est formé | 
par deux perpendiculaires lO, CO, menées dans les deux I 
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Jilaiu ASC , ASA , au même point O Je Ipur section com- 
mune. Donc, pour avoir l'angle que le plan ASC l'ait avec 
le plan ASIi , il faut faire un angle qui , joint à l'angle lOC , 
vaille deux droits , ou , ce qui en est la suite , faire un angle 
qui fiait composé d'un angle droit et d'un angle aigu égal à 
l'angle OIH. Or cela peut s' exécuter iwnsi 1res commodément 
à l'aide des lignes qui sont déjà tirées dans la Figure. Du 
point H comme centre , avec le rayon OC ou OI , décrives 
un arc de cercle qui coupe SA au point M ; vous aurez le 
triangle rectangle MOH parfaitement égal au triangle rec- 
tangle IHO. Donc , si par le point M ou mené MN perpen- 
diculaire à SA, l'angle HMN sera l'angle demandé , puisque 
cet angle est égal à la somme des deux angles SMN , OMH, 
dont le premier est droit et dont le second est égal à l'angle 
OIH. 

On déterminera par la même métliode les angles que les 
plans ASB, ASCj font chacun avec le plan ESBD. 

Ce problème est utile dans la coupe des pierres pour trou- 
ver les angles que les panneaux de douelies , de joints et de 
têtes, forment ensemble. L'angle HMN, que nous avons 
déterminé, est celui que fait le panneau de douelle plate 
avec le panneau de joint dans une trompe surbaissée, biaise, 
entalut, dans im angle aigu, (Voyez la Coups des pierres de 
la Rue , pag. 71 et 7a. ) 

Des Projections. 

3fl8. Si de tous les points d'une figure on mené à un plan , 
qui ne lui est pas parallèle, des lignes droites parallèles entre 
elles, la nouvelle figure que les extrémités de toutes ces 
lignes forment sur ce plan s'appelle la ^rn/'eci/ciH de la figure 
proposée ; le plan sur lequel se fait la projection s'appelle 
plan âe projection ; les lignes parallèles menées de tous 
les points de la figure au plan de projection, lignes de 
projection. 

Lorsque les lignes de projection sont perpendiculaires au 
plan, la projection prend ienomdeprojectionortAo^o^Aiçufi 
on orthogonale. L'usage est même de désigner par le simple 
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les bases opposées du prisme ; et une perpendiculaire FO^ 
tirée d'un point F de l'une de ces bases Bur l'autre , s'appellâ 
hauteur du prisme. 

QoiLad on dit simplement la base d'un prisme , on entend 
1 bast! inférieure AlîCDE. 

: L'assemblage des faces latérales FABG, GBCH, etc. 
l'appelle la surface com-exe du prisme. 

14. Le prisme est Jroit lorsque les arêtes FA, GB 

HC , etc. sont perpendiculaires aux bases apposées. Alors 

lacune de ces arêtes peut être regardée comme la hauteur 

t du prisme. Si les arêtes sont inclinées par rapport aux bases 

l le prisme est oblique, et alors ses arêtes sont plus grandes 

I ^e sa hauteur. 

335. Le prisme , soit droit , soit oblique , prend sa déno- 
latïon du nombre de câtés du polygone qui en est la base. 

Si cette base est un triangle^ le prisme est triangulaire 
(Fig. 304). 

Si la base est un parallélogramme, le prisme s'appelle 

lUlépipede ( Fig. 2o5 ). Et si de plus la base est un rec- 

itangle et que le prisme soit droit, il ^ a^^^e parallélépipède 

Parmi les parallélépipèdes rectangles , le plus simple de 
tons est le cube ( Fig. 206 ) , qui est terminé par six quarréa 
égaux et perpendiculaires entre eux. Ce solide , que l'imagi- 
nation se représente très aisément , parceque toutes ses facea 
sont symmélrîques et ne contiennent que des angles droits,, 
sert d'umté dans la mesure des solides comme le quarré sert 
d'unité dans la mesure des surfaces. 

Si la base du prisme est un pentagone (Fîg. 3o5), le 
prisme est pentagonal. Et en général on emploie l'expression' 
prisme polygonal pour désigner un prisme dont la base est 
un polygone quelconque. * 

336. Lorsque les bases opposées d'un prisme sont des 
ç^cle^ (f^jg,- 207 et 308},. qu'on pem toujours regarder 
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conune des polygones d'une infinité de côtés , le prisme 
prend le nom de cylindre. 

La droite NM , menée du centre de la base supérieure k 
cdui de la base inférieure, s'appelle l'axe du cylindre. 

337. Si l'axe NM est perpendiculaire aux bases opposées 
du cylindre , ce cylindre est droit { Fig. 207 ) ; et alors l'ase 
peut exprimer la hauteur du cylindre. Si l'axe est oblique 
par rapport aux bases , le cylindre est oblique ( Fig. ao8 ) ; 
et alors l'axe est plus grand que la hauteur FO du cy- 
lindre. 

Ces définitions posées , venons à la mesure de la surface 
et de la solidité des prismes. 

1 Surface du Prisme. 

- 338. Les faces latérales d'un prisme étant des parallélo- 
grammes , leur surface se trouve par l'article 127; et on 
aura par conséquent la surface convexe du prisme en ajou- 
tant ensemble les expressions de tous ces parallélogrammes. 
Les surfaces des bases opposées se trouvent par l'article iSz. 
Et lorsque ces bases sont des cercles, leurs surfaces se 
trouvent par l'article 25 1 . 

Si un prisme polygonal est coupé par un plan qui ne soit 
pa> parallèle à ses bases opposées , les surfaces convexes de 
HÂ -deux parties sont composées de trapèzes dont les sur" 
faces se déterminent par l'article i3o; et la surface de la 
section , qui est un polygone , se détermine par l'article i Sa 
déjà cité. 

Ainsi on a, dans ce qui précède, tous les principes né- 
cessaires pour mesurer les surfaces et portions de surfaces 
des prismes , déterminées par des plans ; et nous pourrions 
nous dispenser de nous étendre davantage surce sujet. Mais 
U est à propos de présenter îcï la mesure de la surface con- 
vexe du prisme sOus la forme la plus simple dont elle est 
susceptible. 
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itjue{Ftg. ao3) est égale au produit de sa directrice muU 

' e par le périmètre d'une section ahcàe , faite perpen^ 

•Jtiàirement à celte directrice. (*) 

Le plaii aicrfe étant perpendiculaire à la directrice AF^ 
€91 aussi perpendiculaire à toutes les autres arêtes GB , 
liC , etc. qui sout parallèles à AF. Donc , en prenant les 
Coites AF, BG, CH , etc. pour les bases des parailélo- 
rammeaFfl, GC, I^,etc., les droites ab,bc, cd,ea 
serout les hauteurs. Donc la surface convese du prisme sera 
exprimée par AF xab-h BG x lie h- CH xcd-t- etc. , ou f à 
cause que les lignes AF, BG, CH, etc. sont égales), AFx' 
[ ^i-)-AFxèc-HAFxcJ+ etc. , ouenfinpar AFx(«2*-t-Ao 
i-cd+ etc. ) 

340. Corollai'e I, Lorsque le prisme est droit, la sec- 
tion abcde est égale à chapune de ses bases opposées , et I4 
directrice devient la hauteur du prisme. Ainsi on peut dire 
que I3, surface convexe d'un prisme droit est égale au pro- 
duit de sa hauteur par te contour du polygone qui en est 
la base inférieure ou supérieure. 

, Corollaire If. On voit par-là que la surface con- 
^3fe\^ d'un cylindre droit (Fig, 207 ) est égale au produit 
7 Ae sa hauteur NM par la circonférence de sa base infé- 
i ^eure ou supérieure. 

Dans le* cylindres obliques (Fig. ao8), la section aiciijj 

^faite pef^endi cul ai rement à la directrice AF , est ime courba 

qïi'ou appelle e//t/we. On aUFOit besoin de savoir détermi^ 

r le contour de cette coiube pour pouvoir mesurer la 

Surfare convexe du cylindre : mais une telle détermination 

^|^^)^d(^ report de la géométrie élémentaire. 

■.I 

Solidité du Prisme. 

'. 34a. Théorème ï. Un parqllàîepipcde oblique quelconque 
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est égal en solidité à un paraUèli^pipedc rectangle qui aurait. 
base et hauteur égales aux siennes. 

Il est clair , en général , que deux solides sont égaux 
lorsqu'ils sont terminés par des plans égaux , semblables , et 
semblable ment disposés. Ce principe n'est autre chose que 
celui de superposition applique ans solides. En voici l'usage 
dans le cas présent. 

Soit le parallélépipède oblique ABCDEFGH {Fig. 309). 
Je suppose qu'il ait pour bases des parallélogrammes; et qu'il 
doit incliné en deux sens , ou que les deux faces contiguès 
ADEF , ABGF , soient inclinées l'une et l'autre par rapport 
à la base ABCD. Imaginons que , suivant les eûtes AD , 
BC , parallèles , de la base inférieure, s'élèvent les deux 
planK ADKI , BCML , perpendiculaires à cette base , et 
terminés en IK et LM par la base supérieure , en AI et BL 
par le plan de la l'ace ABGF , en DK et CM par le plan 
dfe la face DCHE. Nous aurons ainsi un second parallé- 
lépipède ABCDKILM, égal au paralléli^pipede proposé. En 
effet les deux prismes triangulaires AFIKDE , BGLMCH , 
sont terminés par des plans égaux , semblables , et sembia- 
blement disposés : car les quatre triangles AFI , DEK , BGL , 
CHM , sont parfaitement égaux entre eux ; les trois pa- 
rallélogrammes AFED , FIKE , AIKD, sont parfaitement 
égaux chacun à chacun des parallélogrammes correspon- 
dants BGHC , GLMH , BLMC ; de plus , dans les deux 
prismes , les faces correspondantes sont semblablement si- 
tuées. Donc ces deux mêmes primes sont parfaitement égaux. 
Ajoutant a. chacmi le même solide ABGDEFLM, ou aura 
les deux parallélépipèdes parfaitement égaux ABCDEFGH, 
ABCDKILM. Je puis donc au premier substituer le second , 
et ne m' occuper plus que de celui-ci, qui n'est incliné qu'en 
un sens par rapport à sa base ABCD. Traçons-le à part 
(Fig. 210} pour éviter la confusion des lignes. 

En opérant sur ce parallélépipède comme nous avons 
fait sur le premier , nous lui ferons perdre la seule obliquité 
qu'il ait par rapport à sa base ABCD. Elevons donc , sui- 
vant les côtés AB, DC, parallèles, de la base inférieure , 
deux plans ABPO , DCQN , perpendiculaires à cette base , 




[ terminés en OP et NQ par le plan Je la base supëi 
, AO et DN par le plan de la face ADKI , en BPet CQ 
J»ai" le plan de la face lîCML. On voit que les deuï priâmes 
triangulaires AJOPLB , DKNQMC, sont parfaitement égaux , 
et que par roiisé<iiient , en ajoutant à chacun le même so- 
lide LVilLQNDC, les deux parallélépipèdes ABCDKILM, 
ABCDNOPQ , sont parfaitement égaux. Nous pourroiwi 
doue ne considérer que le dernier , qui est tracé à part» 
(Fig, 21 1 ); et nous voyons qu'à la place du parallélépipède' 
primitif , nous avons un parallélépipède , dont les quatre 
faces latérales ABPO , DCQN , ADNO , BCQP , sont per- 
pendiculaires à ses bases opposées. 

Enfin , dans la base A]j<^D , menons des angles D et C 
les perpendiculaires DS , CT , sur les côtés opposés ; con- 
cevons ensuite que suivant ces lignes s'élèvent perpendi- 
culairement à la base les plans SDNX , TCQY , qui ren-i 
contrent les faces ADNO, BCQP, en SX et TY, et la 
plan de la base supérieure en NX et QY. On voit , toit-i 
jour» par les mêmes considérations , que le parallélépipède 
STCDNXYQ est parfaitement égal au parallélépipède 
ABCDNOPQ, puisque les plans menés ajoutent autant 
d'un côté à ce dernier paraÛélëpipede qu'ils lui ont ôt4 
d'un autre c6té. Nous voilà donc parvenus à un paralléléfl. 
pipede rectangle STCDNXYQ, égal en solidité au parallé- 
lépipède proposé ABCDEIFGH. Or ces deux parallélépi- 
pèdes ont même hauteur; et leurs bases STCD, ABCD 
sont égales; donc, etc. 

343. Corollaire I. Donc , lorsqu'on $aura trouver la so- 
lidité d'un parallélépipède rectangle , on saura trouve^- 
également celle de toute autre espèce de parallélépipède. „ 

344. Corollaire II. Si par les angles homologues de* 
fleux bases opposées d'un parallélépipède quelconque on 
mené deux diagonales , et que suivant ces lignes ; qui sont 
égales et parallèles , on fasse passer un plan ; ce plan par- 
tagera le parallélépipède proposé en deux prismes trian-; 
gulaires qui seront parfaitement égaux , et qui seront pîMf 




KT. C M A F. II. 

conséquent chacun la moitié du parallélépipède. Donc cha- 
cun de ces prismea sera aussi la moitié d'un parallélépipède 
rectangle qui auroit même hauteur que le parallélépipède 
proposé , et une base égale à la sienne. 

345- Théorème II, La solidité d'un parallélépipède rec- 
tangle STCDNXYQ (Fig. 212) est égale au produit des 
trois arêtes contiguës à un de ses angles ; c'est-à-dire , 
qu'elle est exprimée par ST X SD X SX. 

Le sens de cet énoncé est que si l'on se sert d'une cer- 
taine mesure , par exemple du pied , pour mesurer les 
trois arêtes proposées ST , SD , SX , le parallélépipède 
contiendra autant de pieds cubes qu'il y a d'imités dans 
le produit ST X SD X SX. Le pied cube sert ici d'unité , 
comme le pied linéaire sert d'imité pour la mesure des 
lignes j et ie pied qujiiTé d'unité pour la mesure des 
sarfaCes. 

Eii efTet j i". le nombre de pieds quarrés contenus dans 
la base STCD du parallélépipède est exprimé par ST x 
SD(i26). 

a". Si, par tous les points de division delà hauteur SX, 
qui sont supposés distants l'un de l'autre de 1 pii'd, on 
mené des plans parallèles à la base , le parallélépipède sera 
partagé en autant de parallélépipèdes d'une base égale à 
la sienne et de 1 pied de hauteur , qu'il y a de pieds dans 
la hauteur SX. Et comme chacun de ces parallélépipèdes 
partiels contient évidemment autant de pieds cubes qu'il y 
a de pieds quarrés dans la base STCD , il s'ensuit que le 
parallélépipède proposé contiendra autant de piedâ cubes 
qu'ïï y a d'unités dans le produit ST x SD X SX. 

Remarquez que , dans l'expression ST X SD X SX, la 
partie ST x SD exprime la base du parallclépipcde , tandis 
qne SX en exprime la hauteur. Ainsi on pent dire que la 
solidité d'un parallélépipède rectangle est égale au produit 
du rectangle qui lui sert de base par la hauteur de ce pa- 
rallélépipède. 

346- Corollaire I. Donc, pour avoir la solidité d'un pa- 
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rallél^pipede oblique quelconque ABCDEFGHCFîg. 3og), 
ÎI faut abaisser d'iKi angle D de la base ABCD une per- 
pendiculaire DS sur le côte AU , et d'un point F de la 
base supérieure une perpendiculaire FO sur la base infé- 
rieure j ensuite faire le produit AB x DS X OF. Car ce pro- 
duit exprime la solidité d'un parallélépipède rectangle qui 
aaroit pour côtés contigus à sa base les lignes AB , DS , 
et pour hauteur OF ; parallélépipède auquel le parallélé- 
pipède proposé est égal {^^z). 

Dans le produit AB x DS X OF, la partie AB x DS ex-? 
prime la base du parallélépipède proposé , et OF sa hau- 
teur. Ainsi on peut dire que la solidité d'un parallélépi- 
pède quelconque est égale au produit de sa base et de sa 
hauteur. 

347. Corollaire IL On aura la solidité d'un prisme trian- 
gulaire quelconque ABCHFG (Fig. 204) en abaissant d'un 
angle C de sa base ACB ime peyiendiculaire CS sur le 
côté AB , et d'un point F de la base supérieure une per^ 
pendiculaire FO sur la base inférieure , puis faisant le pro- 
duit X OF. Car le prisme proposé est la moitié d'tiij 

parallélépipède qui auroit pour base le parallélogramme 
ABCD , double du triangle ABC , et pour hautetu- OF; 
Or , l'expression de la solidité de ce parallélépipède est, 
AB X CS X OF. Donc la solidité du prisme triangulaire pro- 
posé a pour expression, x OF. 

Dans cette expression , '■ — est la valeur de la base ABÇ 

du prisme triangulaire , OF sa hauteur. Ainsi la solidité 
d'un prisme triangulaire quelconque est égale au produft 
de sa base et de sa hauteur. 

Corollaire III. En général la solidité d'un prîsm 
quelconque ( Fig. 2o3 ) est égale au produit de sa base ( 
de sa hauteur. Car si dans les deux bases opposées oai 
mené , par les angles homologues A et F , des diagonales à j 
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tous les autres angles , et que par cliaqiie paire de diago- 
aales., qui sont égales et parallèles deux à deux , ou fasse 
passer des pians ; on partagera le prisme en autant de 
prismes triangulaires de même hauteur qu'il y a de triangles 
dans chacime des bases. Or , chacun de ces prismes partiels 
est le produit de sa base par sa hauteur ; donc le prisme 
proposé , qui en est la somme , sera le produit de la somme 
de leurs bases , ou de sa propre base multipliée par la 
hauteur commune. 

On voit que cela a également lieu lorsque la base du 
prisme est im cercle. Ainsi la solidité d'un cylindre j soit 
droit, soit oblique, est égale au produit de sa base et de 
sa hauteur. 



34g. Corollaire If. Deux prismes , deux cylindres, qui 
ont des bases égales, sont entre eux comme leurs hauteurs ; 
et deux ptismes , Jeux cylindres , qui ont des hauteurs 
égales, sont entre eux comme leurs bases. Car, en géné- 
ral , deux prismes sont entre eux comme les produits de 
leurs bases et de leurs hauteurs. Or , on ne change rien 
dans un rapport en divisant ses deux termes par une même 
quantité , qui est ici la valeur de chacime des bases de nos 
prismes , ou la valeur de leur hauteur. 



CHAPITRE III. 



De la Pyramide. 

35o. i-JA pyramide (Fig. 3i5j est un solide terminé par 
an polygone quelconque ABCDE , qui hii sert de base, et 
par des plans triangulaires ASB , BSG , CSD , etc. qui s'é- 
lèvent sur les côtés de ce polygone , et qui vont tons se 
réunir en un même point S , qu'on appelle sommée de la 
p3rramide. 

Nous pouvons encore re^rder la pyramide comme un 
M^e compris entre le polygone de sa base et la surface 
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li seroit engecdrée par le niouv«'inent d'une ligne droîtff 
I tournant autour du sommet S , glisseroit le long 
3 tous les côtés (lu polygone. 

La perpendiculaire SO, abaissée du sommet de la pyra- 
mide sur sa base , en est la Iiaiiteur. 

35i. On dit qu'une pyramide est /riangafci>e(Fig. 214)/ 
* ifuadrangulaire (Fig. 2i5) , pentagonale (Fig. 2i3) , ettf 
selon que le polygone qui lui sert de base est un triangle jt 
lin quadrilatère , un pentagone , etc. ; et en général on em-' 
ploie l'expression pyramide polygonale pour désigner unflf 
pyramide dont la base est un polygone quelconque. 

35a. Lorsque le polygone de la base est régulier (Fig. 21 6j 
et que de plus la perpendiculaire SO , abaissée du sommet 
de la pyramide , passe par le centre de ce polygone , la pyJ 
ramide est régulière. 

Il est clair que dans ces sortes de pyramides tous lefe 
triangles latéraux ASB , BSC , CSD, etc. sont isosceles et 
parfaitement égaux. Si donc du sommet S l'on tire la droil " 
SK , perpendiculaire sur l'un AB des côtés de la base , cette 
ligne , qui tombe sur le milieu de AB , pourra exprimer la 
hauteur de tous les triangles dont il s'agit ; elle s'appell^ 
Xapathéme de la pyramide régulière. 

\ 353, Une pyramide qui a pour base un cercle (Fig. aift 
et aig), qu'on peut regarder comme ua polygone d'une' 
infinité de côtés , s'appelle un cône. 

Les droites SA , SC , etc. menées du sommet du 
à la circonférence de sa base , s'appellent les c&tés du cône 
et la droite SM , menée du sommet au centre de la base^ 
s'appelle Xtuce, 

l 

354. ÏI y a deux sortes de cônes ; le cône droit , et b 
cône oblique ou cane scalene. ' 

Dans le cône droit (Fig. 218) l'axe SM est perpendicw 
laire à la base j et par conséquent il exprime en mémi 
temps la hauteur du cône. Oo voit que ce solide peut étn 
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regardé comme produit par la révolution du triangle rec- 
tangle SMA autour de l'axe SM. 

Dans le cône oblique (Fig. 219), l'axe SM n'est pas per- 
pendiculaire à la base ; il est plus grand que la hauteur SO 
du cône. Ce cône n'est pas iin solide de révolution ; c'est- 
à-dire quil ne peut pas être regardé comme produit par 
la révolution d'une même figure autour d'ime même ligne. 
Il est seulement dans le cas de toute pyramide ; il peut être 
considéré comme l'espace compris entre le cercle de sa basa 
et la surface engendrée par le mouvement d'une ligne SZ, 
qui passeroit sans cesse par le point S , et qui toucheroit 
en tournant tous les points de la circonférence AbOD. 

En coupant un cône oblique par des plans qui passent 
tous par son axe , on ibrmera des triangles qui auront des 
hfuiteurs inégales , mais des bases égales , ces bases étant 
les diamètres du cercle qui sert de base au cône. Le plus 
p^'tit d'entre eux en surface est celui ASC , qui partage 
le cône en deux parties égales et semblables ( on l'appelle 
ordinairement frifln^/c^o/" /'axe); et le plus grand est celui 
qui est perpendiculaire au triangle ASC. 

Surface de la Pyramide. 

355. La surface d'une pyramide quelconque se trouve en 
cherchant la surface du polygone qui lui sert de base , et 

surfaces de ses triangles latéraux, puis ajoutant ensemble 
ces parties. 

ne pyramide est coupée par un plan quelconque , les 
:es de ses parties sont composées de triangles , de 
tdrilateres , et de polygones. Dans tous les cas ces dilTé- 
rentes surfaces se déterminent par les métjiodes que non» 
avoua données dans la seconde partie de ce traité. Nou» 
n'avons rien à y ajouter. Les recherches suivantes ont seu- 
lement pour objet de déterminer de la manière la plus 
ùmple qu'il est possible la surface et les portions de sur- 
faces dans la pyramide régulière et dans le ct^ne droit. 

356. Lemme. Si on coupe une pyramide quelconque 



tes suri 




laL sert de base , comme 
OKX (AB+BC + CD + eic. 
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AD + BC+CD-( 



(en divisant les deux der- 



niers termes de cette proportion par le facteur qiù leur 
est commun), comme SK est à OK , c'est-à-dire, comme 
l'apothéme de la pyramide est à l'apothème du polygone ^ 
de sa base. I 

■ 
56i. Corollaire II. La pyramide Sahccla ëtaot aussi 
régulière , si on retranche sa surface convexe de celle de i 
la pyramide SABCDE, le reste sera la surface convexe dtt 
tronc ABCDEeaàcrf. Cette surface a donc pour expression 
SK XtAB+BC+CrH-Ftc.) S* X (a/. + ic+c</ + e(c.) 



362. Remarque I, Nous pouvons donner une autre 
expression plus simple de la même surface. Pour cela , on. 
observera que tous les trapèzes latéraux Ahba , BCci,etCi | 
sont parfaitement égaux, et qu'ils peuvent être censée ' 
avoir tons pour hauteur la partie AK de l'apothênie , 
laquelle est perpendiculaire aux côtés opposé^ et parallè- 
les ab, AB. Et comme {i3o) la surface â'aa trapèze, tel 



*KX (BG+*c) kK X (CD+crf) 

H 1- , etc., ou, ce qm revient 



à-dire le produit de la hauteur d'un trapèze latéral par la' 
moitié de la somme des contours des deux bases. 

363. Remarque II. La même surface a encore pour va- _ 
leur le produit de la hauteur d'un trapèze latéral par le( 
périmètre d'une section mnpqr , faite parallèlement aux base»* 
opposées du tronc et k égales distances de ces bases. 
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En effet, traçons à part (Fig. ai 7) le trapèze ABba ; 
et par le point n , milieu de Bb , menons xy parallèle à a A : 
on verra qu'à cause de Bn=znb ^ les deux triangles B/zj^, 
i/ia? y qui ont d'ailleurs tous les angles égaux , sont parfai- 
tement égaux. Ainsi AB surpasse Ay ou mn de la même 
quantité dont ab est surpassé par ax ou mn; et par con- 

AB -f- ^^ 
séquent zmnz= AB -h ab, et mn = , De même 

BC+^c CD-hcd , 

np'=z ^W= f ^*^* I-^onc , puisque la sur- 

r j . , ,ir ,AB-HBC4-CD4-etc. . 

tace du tronc est exprimée par «K x ( h 

ab-i-hc-^-cd-^^etc , . . 7 v / 

^J, elle sera aussi exprimée par AK x (m/^ 

•f- 7^^ 4-/7^ 4- etc. ). 

364. Remarijue III. Tout ce que nous venons de dire 
dans les cinq articles précédents au sujet des pyramides 
régulières en général s'applique également au cône droit 
(Fig. 218), puisque Ces sottes de cônes sont en effet des 
pyramides régulières. Ainsi , 

i^. La surface convexe d'un cône droit est égale à la 
moitié du produit de son côté par la circonférence de sa 
base. 

2^. Cette surface est à celle du cercle de sa base , comme 
le côté du^cône est au rayon de la base. 

3*^. On aura la surface convexe d'un tronc de cône droit, 
à bases parallèles , en retranchant de la moitié du produit 
de la circonférence de la base du cône entier par le côté , 
la moitié du produit de la circonférence de la base du cône, 
partiel par le côté de ce même cône. 

4^. et 5^. La surface convexe d'un tronc de cône droit , 
à bases parallèles , est égale au prodmt de la portion de 
côté comprise entre les circonférences de ces deux bases , 
multipliée par la moitié de la somi^e des mêmes circon- 
férences^ ou par la circonférence d'un cercle parallèle pris 
à égales distances des bases. 

Quant à la surface convexe et aux portions de surface 

II 
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convexe du c6ne oblique^ elles ne peuvent pas être déter- 
minées par la géométrie élémentaire. Si on vent se con- 
tenter de déterminations approchées^ on n'aura qu'à par- 
tager la circonférence de la base en un grand nombre de 
parties qu'on regardera comme les bases d'autant de trian- 
gles rectilignes ^ dont les surfaces et portions de surfaces se 
trouvent par les moyens indiqués (355). 

365. Problème. Connoissant, dans une pyramide régulière 
SABCDE (Fig. ai6), Vune des arêtes et les dimensions du 
polygone qui lui sert de base : déterminer la hauteur SO de 
cette pyramide. 

Soit OA ou OB le rayon du cercle circonscrit au poly- 
gone régulier ABCDE : toutes les dimensions de ce polygone 
étant données^ on aura l'expression de OA en AB ; ensuite 
le triangle -rectangle SOA donnera SO= v/ [(SA)* — (OA)*] , 
expression dans laquelle tout est connu. 

Par exemple^ soit ABCDE un pentagone régulier : on a 

(.39), (ABr=i2^^1^-^,ou(OAy=|^,.Donc 

Dcùermination de certaines portions de surface dans 

le cône droit. 

Les propositions suivantes ne se trouvent , du moins que 
je sache, dans aucun livre de géométrie élémentaire. Comme 
elles sont curieuses et qu'elles peuvent être utiles , j'ai cru 
qu'on ne les trouveroit point ici déplacées. 

366. Théorème. Si sur la surface convexe d'un cène droit 
SABCD ( Fig. 220 ) on trace une courbe quelconque EF , 
terminée par leS côtés SC , SI , et que de tous les points de 
cette courbe on abaisse des perpendiculaires sur la base , 
lesquelles y forment par leurs extrémités la courbe GH, la 
surface conique SEF sera à la surface de projection OGH, 
comprise entre la courbe GH et les rencontres OG , OH , des 



N 
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plans SOC, SOI, a{fec la base y comme le côté SC du cône 
est au rayon OC de sa base. 

On voit que ce théorème est un cas particulier ou une 
ap[âîcation du théorème général de Tarticle 33 1 : application 
que je vais développer en détail pour ne laisser aucune obs- 
curité sur ce sujet. 

Qu'on mené suivant Taxe du cône les deux plans SOx, 
SOjr , qui forment entre eux un angle infiniment petit, et 
qui rencontrent la surface du cône suivant les droites &r, 
S^ , et la base suivant les droites O^ , Oy. Il est clair que 
le petit triangle S^^ a pour projectioii le petit triangle Ouz. 
Des points s et u soient abaissées les petites perpendicu- 
laires sr yun y sur les côtés S^, Oz. Les deux triangles dont 
nous venons de parler pouvant être considérés l'un et 
l'autre comme rectilignes , la surface du premier est 

, et celle du second est . Or , à cause des 

deux triangues semblables Sa?y, S^r, ona , S2; : xy :: Sj : jr zn 

85 X g-; et, à cause des triangles semblables Oxy , Oun , 

onaiyOx : xy :: Ou: un=zOu x ^. Donc , en mettant 

pour sr et un leurs valeurs dans les expressions des sur- 
faces des deux triangles Ssty Ouz , ces expressions devîen- 

- St SsXa^ Oz OuXxy ... 1 r 

dront — X o - ^ — X — 7: — ; et , en divisant par le lac- 
a ox 2 Ox ' ^ * 

teut commun — , elles seront entre elles dans le rapport 
de S^Xg-à Ozx-Q-* Ofy à cause des parallèles SO, su ^ 

on a ( 149) ^ S5 : Sx :: Ou : Ox; ce qui donne g—=i q~ > et > 

à cause des parallèles SO, tZy le rapport de S^ à Oz est le 
même que celui de Sy à Oy. Donc la surface du triangle 
Ssc est à celle du triangle de projection Ouz comme le côté 
Sy du cône est au rayon O^ de la base. Le même rapport 
ayant lieu entre un autre triangle quelconque élémentaire de 
la surface conique SEF^etlc triangle de projection corres- 
pondant , on doit conclure que la surface conique entière 
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SEF est à sa projection entière OGH, comme le c6té du cane 
est au rayon de sa base. 

367. Corollaire /. Donc, si la projection OGH est un es- 
pace déterminable ou quarrable , pour nous servir du mot 
usité parmi les géomètres y la surface conique S£F sera aussi 
quarrable , puisque ces deux surfaces sont entre elles dans un 
rapport donné. 

368. Corollaire II. On voit par-là que pour assigner des 
espaces quarrables sur la surface d'un cône droit , il ne 
s'agit que de tracer sur sa base une figure rectiligne , et par 
conséquent quarrable, et d'élever-ensuite , de tous les points 
de cette figure , des parallèles à l'axe du cône : l'espace que 
ces lignes détermineront sur la surface du cône sera qua^r- 
rable. 

Ainsi on peut, au moyen des simples éléments de géo- 
métrie , résoudre pour le cône droit, un problème ana- 
logue à celui que Viviani avoit proposé et résolu pour les 
voûtes hémisphériques. T^oyez V éloge de Viviani par Fort'- 
tenelle. 

Il est également facile de déterminer des espaces quarra- 
bles sur la surface d'un cylindre» 

369. Problême. Le cône droit SABCD (Fig. 221 ) étant 
coupé par un plan quelconque EFQ , qui forme sur sa 
surface la courbe FEQ, on demande V expression de la 
surface conique SFEQS, comprise entre cette courbe et 
les côtés SF , SQ , en supposant quon connoisse la surface 
EFQ. 

Soit OFHQO la projection orthographique de la surface 

SF 

conique SFEQS, on aura (366) SFEQS = OFHQO x^, 

ou bien ( à cause que l'espace OFHQO est la somme du 

triangle OFQ et de l'espace FQH) , SFEQS = (OFQ + 

SF * 

FQH ) X Qp. Reste à trouver les surfaces OFQ, FQH. 

Qu'on mené par l'axe SO du cône et par le sommet E de ' 
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la courbe FEQ , un plan SOHE , qui rencontre en EV le 
plan EFQ ; ces deux plans seront perpendiculaires entre 
eux , et la droite EV sera perpendiculaire à FQ , puisque les 
deus courbes partielles EF , EQ , sont parfaitement égales et 
semblables^ et que FV=:VQ. Ainsi i". la surface du triangle 
Uoscele OFQ = £5^21. 

a". Nous pouvons regarder la surface EFQ comme com- 
posée d'ime infinité de lignes, telles que mn , parallèles à 
EV, et sa projection FQH comme composée d'une infinité 
de lignes correspondantes np , parallèles à VH. Ainsi , puisque 
les deux triangles rectangles mnp, EVH, ont tous leurs an- 
gles égaux { 323) , et sont par conséquent semblables , il s'en- 
suit que chaque élément mn de la surface EFQ est à chaque 
élément correspondant np de la projection FQH , dans le 
rapport constant de EV à VH. Donc la surface entière EFQ 
est à sa projection entière FQH , cooune EV est à VH ; ce 
qui donne FQH— —^ . 

Substituons les valeurs de OFQ et de FQH dans l'expres- 
sion de SFEQS, trouvée ci-dessus, et nous aurons SFEQS 

=.{ 1 ^Tj — } X op. D ou I on voit que la suriace 

conique SFEQS est exprimée en quantités tontes coniiues. 

370. Corollaire l. Lorsque le plan EFQ passe par le centre 
O de la base du cône , le triangle OFQ s'évanouit (Fig. aaa); 

371 . Corollaire If. Si le plan EFQ passe toujours par .le 
centre O , et qu'il soit de plus parallèle au côté SA du cône , 

OQ aura q£ ^= sT = gp - Donc alors SFEQS = EFQ , c'est- 
à-dire que la surface conique SFEQS est égale à la surface 
EFQ. 

Dans le cas présent , la courbe FEQ s'appelle une para- 
io/e; et on démontre, par des méthodes qui n'appartien- 
nent pas tout-à-fait aux éléments de géométrie , que la sur- 
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2FQXEO 

face EFQ = 5 . Ainsi la surface conique SFEQS = 

aFQx'EO 
3 
On peut remarquer qu à cause des triangles semblables 

COE , CAS , et de CO = — , on a aussi EO = — , c est-à- 

dire que EO est la moitié du côté du cône. Ainsi la surface 
conique SFEQS est ici égale au tiers du produit du diamètre 
de la base par le côté du cône. 

Ce corollaire fournit une manière très simple de déter- 
miner les surfaces des voûtes connues sous le nom de trom" 
pes droites sur le coin; car ces sortes de trompes sont. des 
portions de cônes droits coupés par des plans parallèles à 
leurs côtés. 

372. Corollaire III. Si Ton coupe un cône droit SABCD 

(Fig. 223) , perpendiculairement au triangle SAC, par un 

plan EFRQ qui rencontre les côtés SC , SA , aux points E , 

R, et l'axe au point M , qu'ensuite on abaisse du sommet 

S la perpendiculaire SK à la section commune £M des 

deux plans EFRQ , SAC , et du point M la perpendiculaire 

MN au côté SC du cône ; la surface conique SEFRQÊ aura 

S K. 
pour expression EFRQ Xiîîn' ^^'' *^ nous menons MH 

perpendiculaire à SM , et EL parallèle à SM , et si nous 
faisons attention que SH et MH peuvent être regardées 
comme le côté et le rayon de la base d'un cône droit qui 
seroit produit par la révolution du triangle rectangle SMH 
autour de SM , nous verrons (370) que la surface conique 

SEFRQE = EFRQ Xg^ Xj^fg. Or, à cause des deux 

ML SK 
triangles rectangles semblables MLE , SKM , on a gjj = -^ ; 

et à cause des deux triangles rectangles semblables SMH, 

SH SM 

S N M, on a jïjj=]^- Donc, en substituant ces valeurs 

TUT T Q W ^TC 

de ^ et de ^g-, on aura SEFRQE = EFRQ X ^^. 



r 
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D'AIembert démontre ce théorème d'une manière très 
différente dans ses Opuscules mathématic/ucs , tome I , 
pages a58 et 25q. 

SyS. Corollaire //-'■ Reprenons la Figure 221 , Puîs<]ue nous 
possédons (SSg) la méthode de déterminer la surface conique 
SFEQS, et que d'un antre côté la surface conique SFCQS, 
comprise entre ies côtés SF, SQ, et l'arc FCQ de la base, 

est évidemment égale au produit , il est clair qu en 

retranchant de cette expression celle de la surface SFEQS, 
nous aiu'ons la surface convexe extérieure de l'onglet coni- 
que EFQC. Si à cette surface nous ajoutons la surface EFQ, 
qui est supposée connue, et la surface du segment circu- 
laire FQC, qui se trouve (140), nous aurons l'enveloppe ou 
la surface totale du même onglet. 

La surface de l'autre partie SFAQES du cône se trouvera 
[e la même manière. 



Solidité de la Pyramide. 



374. Il seroit embarrassant de déterminer la solidité des 
pyramides par une métliode analogue à celle que nous avons 
employée pour les prismes. Nous allons prendre une autre 
voie plus simple et non moins naturelle. 

575. Théorème 1. Deux pyramides SABC, TMNPQR 
{Fig. 234 et aa5), qui ont des hauteurs égales SO, TZ, 
sont entre elles comme leurs bases , tjueltjues figures {ju'aienc 
d'ailleurs ces bases. 

Qu'on mené parallèlement aux bases, et à distances égale* 
des sommets et des bases , les deux plans abc, mnp/jr ; et 
soient o , z, les points où ces plans rencontrent les hauteurs 
SO, TZ. Les deux polygones abc, ABC, étant semblables 
(356), on a ûic: ABC:; {aby : (AB)' :: (So)' ; (SO)'. De 
même , les deux polygones mnpqr , MNPQR , étant sembla- 
bles, onamn/^çr : MNPQR :: (m«)' : (MN/ :; (T^)" : (TZ)'. 
Or,àcausedeSO^TZ,etdeSo=Tz,ona(So)":(SO)= 
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f:: (Tzy :(TZ)\ Donc aie : ABC :: mnpqr:UN?QR ; ou 
bien alterna ndo, abc l mnpqr : : ABC iMNPQR. Ainsi chaque 
section rtftc de la première pyramide est à chaque section coi> 
respondante mnpqr de la seconde dans le rapport constant de 
la base ABC à la base MNPQR. Donc, en regardant ces deux 
pyramides , comme composées d'un même nombre infini de 
tranches abc, mnpqr, on conclura que la somme des tranches 
qui composent la première pyramide, ou la solidité de cette 
pyramide , est à la somme des tranches qui composent la, 
seconde pyramide , ou la solidité de cette pyramide j, comme 
la base ABC est à la base MNPQR« 

376. Corollaire, Donc, si les deux bases des deux pyramides 
de même hauteur sont égales en surfaces, les deux pyramides 
seront égales en solidité, 

377. Théorème IL Une pyramide triangulaire est le 
tiers d'un prisme triangulaire de même base et de même 
hauteur. 

Soit le prisme triangulaire ABCFED (Fîg. 1226) ; qu'on 
mené d'un angle A les diagonales AD, AF, dans les faces 
parallélogrammiques ABDE , ACFE , et qu'on fasse passer un 
plan suivant ces diagonales ; il partagera le prisme en deux 
pyramides , Fime triangulaire ADEF (Fig. 227) , l'autre qua* 
drangulaire ABCFD (Fig. 228). La première a même base 
que le prisme, et sa hauteur est la même que celle du prisme, 
puisque son sommet A est placé dans la base supérieure du 
prisme. Coupons la seconde par un nouveau plan , conduit 
suivant les arêtes AC, AD ; nous formerons deux nouvelles 
pyramides ABCD, ACFD, qui ont leurs sommets au même 
point A , et pour bases les triangles égaux BCD , FDC. Donc 
ces deux pyramides sont égales en solidité. Or, si nous 
comparons la pyramide ABCD avec la pyramide ADEF , et 
si nous les considérons comme ayant leurs sommets aux 
points D et A , et pour bases les triangles BAC , DEF, nous 
verrons que ces deux pyramides sont égales , puisqu'elles ont 
hauteurs égales et bases égales. Donc lès trois pyramides 
ADEF , DBAC , ACFD , dans lesquelles le prisme a été dé* 
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composé , sont égales en solidité. Donc Tune ADEF d'elles, 
qui a même base et même hauteur que le prisme, en est le 
tiers. 

3y8. Ck)roUaire I. Donc une pyramide triangulaire est le 
tiers du produit de sa base par sa hauteur , puisque le prisme 
est égal à ce produit entier (347)« 

379. Corollaire II. Toute pyramide TMNPQR (Fig. 225^ 
est égale au tiers du produit de sa base par sa hauteur. Car 
si l'on imagine une pyramide triangulaire SABC ( Fig. 224 ) , 
dont la hauteur SO soit égale à la hauteur TZ de la pyramide 
proposée , on aura (SyS) TMNPQR : SABC :: MNPQR :| 

ABC. Mettant pour SABC sa valeur = — — ou = j. 

on aura TMNPQR : ^^^^:: MNPQR : AÇC j ce qui 



donne TMNPQR = 



3 
MNPQR XTZ 



380. Corollaire IIL Le solide d'un cône quelconque droit 
ou oblique (Fig. 218 et 219 ) est égal au tiers du produit de sa 
base ABCD par sa hauteur SO , puisque le cônç est une pyra- 
mide dont la base est un cercle. 

38 1 . Problême I. Déterminer la solidité d'un tronc pyra- 
iTiz&Z MNPQRrmnpq (Fig. 226), dont les bases opposées 
MNPQR , mnpqr , sont parallèles. 

Supposons d'abord que DEFCBA ( Fig. 226) soit un tronc 
de pyramide triangulaire à bases parallèles , et coupons ce 
tronc par le plan ADF 2 nous le partagerons ainsi en deux 
pyramides ADEF , ABCFD , dont la première ( Fig. 227) 
a pour base la base inférieure DEF du tronc et même hau- 
teur que que lui , le point A étant placé dans la base supé- 
rieure ; la seconde (Fig. 228) a pour base le trapèze BCFD , 
et son sommet au point A. Coupons cette seconde pyramide 
par le plan ADC ; nous aurons deux nouvelles pyramides 
ABCD, ADFC> qui, ayant leurs sommets au point A , ou 
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même hauteur^ sont entre elles comme leurs bases fiCDy 
DFC (SyS). Mais ^ en regardant les parallèles BC , DF^ comme 
les bases âes deux triangles BCD , DFC, on a (lag) BCD : 
DFC:: BC : DF. On aura donc, pyramide ABGD ipyra-- 
mirfe ADFC::BC : DF. 

Maintenant, au lieu de regarder la pjrramide ÂBCD 
comme ayant pour base le triangle BCD et son sommet au 
point Â , on peut supposer qu'elle a pour base le triangle 
ABC j base supérieure du tronc, et son sommet au point D, 
ou même hauteur que le tronc ; et si l'on convertit la pyra- 
mide ADFC en une autre qui ait même hauteur que le tronc y 
et dont la solidité soit représentée par P, la base par X, on 
aura (SyS) DABC : P •: ABC : X. Donc, à cause de DABC : 
ADFC ou P :: BC : DF , on aura ABC : X :: BC : DF. Mais 
EDF : ABC :: (DF)* : (BC)\ Multipliant par ordre ces deux 
proportions , on aura EDF : X :: DF : BC ; ou X : EDF :: 
BC : DF. Donc ABC : X :: X : EDF. D'où l'on voit que la 
base X est moyenne proportionnelle entre les deux bases 
ABC , EDF , du tronc pyramidal DEFCBA. Ainsi ce même 
tronc est égal à la somme de trois pyramides de même hau- 
teur que lui , et dont les bases sont respectivement sa base 
inférieure, sa base supérieure , et une aire moyenne propor- 
tionnelle entre les deux mêmes bases. 

Cela posé , revenons à notre tronc MNPQRrw«;K;^ 
(Fig. 2.2,5 )f Si on le partage en troncs pyramidaux par des 
plans menés suivant les diagonales correspondantes dans 
les deux polygones semblables MNPQR , mnpqr , qu'en- 
suite on décompose chaque tronc pyramidal comme nous 
avons décomposé en dernière analyse le tronc DEFCBA ; 
on verra, i^. que la somme des pyramides qui ont pour 
bases les triangles du polygone MNPQR , est égale à unç 
Seule pyramide de même hauteur que le tronc , et ayant 
pour base le polygone MNPQR; a^. que pareillement la 
somme des pyramides qui ont pour bases les triangles du 
polygone mnpqr est égale à une pyramide de même hau- 
teur que le tronc , et ayant pour base le polygone mnpqr ; 
3^. que la somme des pyramides' qui ont leurs bases 
moyennes proportionnelles entre deux triangles corres- 
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pondants des deux polygones MNPQR , mnpqr , est égale 
à une seule pyramide qui auroit même hauteur que le 
tronc , et une base moyenne proportionnelle entre les deux 
polygones MNPQR , mnpqr ; car , à cause de la similitude 
de ces deux polygones , chaque triangle de la hase mnpqr 
étant à l'aire moyenne proportionnelle entre ce triangle et 
le triangle correspondant de la base MNPQR , dans le 
rapport constant de deux lignes homologues des deux po- 
lygones , par exemple , dans celui du côté mn au càté MN ; 
il s'ensuit que la somme des triangles qui composent la sur- 
face mnpqr, ou cette surface elle-même, est à la somme 
(que Je nommeZ) des aires moyennes proportionnelles entre 
tons les triangles des bases du tronc , comparés deux à 
deux , dans le même rapport constant de mn k MN ; ce 
qui produit la proportion mnpqr : Z ;: mn ; MN. Mais d'un 
autre côté on a MNPQR : mnpqr :: (MN)' : (mny. Multi- 
pliant ces ceux proportions par ordre , on aura MNPQR : 
Z :: MN :mn, onZ: MNPQR :: mn : MN. Donc mnpqr : 
Z :: Z : MNPQR. D'où il suit que Z est moyenne propor- 
tionnelle entre les deux bases opposées du tronc MNPQR 
rmnpq. Ainsi ce même tronc est égal à la somme de trois 
pyramides de même hauteur que lui , et qui ont respecti- 
rement pour bases sa base inférieure , sa base supérieure , 
et une aire moyenne proportionnelle entre ces deux mêmes 
bases. 

On appliquera le même raisonnement et la même con- 
clusion à un tronc de cône à bases parallèles , en regardant 
les polygones MNPQR , mnpqr , comme des cercles. 

383. Problème II. Déterminer la solidité d'un tronc 
ABCFED (Fig. 22g) de prisme droit triangulaire , dont 
ABC est la hase , et DEF une section inclinée aux arêtes 
AD,BE,CF. 

Supposons que AD soit la plus courte des trois arêtes 
AD, BE, CF, du tronc; et par le point D soit mené le 
pian Die parallèle à ABC. Il est clair que ce plan parta- 
gera le tronc en un prisme droit triangulaire ABCciD , et 
«ne pyramide quadrangulaire DEicF. Des poUits A et D 

1 
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menonfl sur les bases BC , bc, des triangles M^,Tibc , les 
perpendiculaires AM , DK , qui sont évidemment égales. 

Cela posé, i*'. le prisme ABCciD = ^— j x AD = 

BCX A M (AD-hB^+Cc ) 
l ^ 3" 

a**. Les côtés Ei , Fc , du trapèze EicF étant perpendi- 
culaires k bc y l'aire de ce trapèze = = 

; et par conséquent la pyramide DftcFE=: 

BCX(E^-+-Fc) DK BCX(E*4-Fc) A M BC X AM 

2 ^3 a ^3 a 

(EH-Fc) 

^ 3 • 

Ajoutant cette expression avec celle du prisme ABCciD , 

1 A ^ • B C X A M 
on aura le tronc prismatique ABCFED=: X 

(AD-hBA-f-Cc) BCxAM (E/^ + Fc) BCxAM 

i h-" X 5 = T X 

5 2 o a 

(AD-+- BA-+-Cc-hE^-+-Fc) BCxAM (ADH-BE-+-CF ) 
_ ^ ^ = ^^ X . 

D'où Ton voit que le tronc est égal au produit de sa base 
par le tiers de la somme de ses trois arêtes. 

383. Corollaire I. Soit maintenant GLNFED (Fig. a3«) 
une portion de prisme triangulaire quelconque , dans 
laquelle les bases opposées ont , Tune par rapport à l'au- 
tre , telle inclinaison qu on voudra. Menons par un point 
quelconque A, pris sur l'ime des arêtes du tronc, un 
plan ABC perpendiculaire à ces arêtes ; nous partage- 
rons le tronc en deux parties ABGEFD , ABCNLG , dont 

la première = AB C x ^ ; et la seconde = 

.T,^ (AG-4-BL-hCN) ^ , . ADO 

ABCx— ~^ -* Donc le tronc entier = ABC x 

(DG + ELh-FN ) ^, . ,. v j . ^ 1 
2 • C est-à-dire que ce solide est égal au pro- 
duit d'une section perpendiculaire à ses arêtes par le tiers de 
la somme de ses trois arêtes. 
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384* Corollaire IL Sachant aînsi trouver le solide d'un 
tronc quelconque de prisme triangulaire , on pourra déter- 
miner le solide d*un tronc quelconque de prisme quelconque ; 
car il ne faudra pour cela que partager le tronc proposé en 
troncs triangulaires par des plans conduits suivant ses 
arêtes , et ajouter ensemble les expressions de ces derniers 
troncs. 

Ainsi, par exemple, est -il question de déterminer la 
solidité du tronc prismatique quadrangulaire et droit 
ABCDEFGH (Fîg, aSi)? On mènera par les deux arêtes 
BG , DE, un plan BDEG, qui partagera le tronc proposé 
en deux troncs triangulaires BCDEGF, ABDEGH, dont 

1 • ■ T>nr^ (BG+CF-f-DE) _ 

le premier = BCD x 5 , et le second = 

•A TiTH. (AH + BG + DE) _ , , ^^^ 

AdD X 5 . Donc le tronc proposé = BCD X 

(BG-4-CF4-DE) .__ (ÀH+BG-f-DE) 

ABD X 



3 • " ^ 3 

Ces sortes de solides se rencontrent fréquemment dans 
le toisé de la fortification. 

Il y a des praticiens qui , pour déterminer les solides dont 
il s'agit, ajoutent ensemble toutes les hauteurs, puis divisent 
la somme par le nombre des hauteurs , pour avoir ce qu'ils 
appellent une hauteur réduite, et enfin multiplient cette 
hauteur par la base ou section perpendiculaire aux arêtes. 
Cette pratique coïncide avec notre méthode pour les troncs 
de priâmes triangulaires ; mais hors ce seul cas elle en dif- 
fère , et s'éloigne par conséquent de la vérité. 

385. Problème m. Le cène quelconque SABCD(Fig. 221), 
droit ou oblique , étant coupé par un plan quelconque EFQ, 
on demande les expressions des parties dans lesquelles il 
est divisé, en supposant qu'on connoisse Vaire de la section' 
EFQ. 

Du sommet S menez la hauteur SO du cône , la droite 
SK perpendiculaire au plan EFQ prolongé s'il est néoes- 
MÛre , les côtés SF ^ SQ , aux extrémités d« la droite FQ , 
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section commune du plan EFQ avec la base du cône. Cela 
posé^ 

1^. 11 est évident qu'on peut considérer le solide SCFQS 
comme une pjrramide qui a pour base le segment CFQ , et 

pour hauteur SO. Ainsi ce solide = = . 

2^. De même on peut considérer le solide SAFQS comme 
une pyramide qui a pour base le segment AFQ , et SOpour 

hauteur. Ainsi ce solide = = . 

3*^. On peut considérer le solide SEFQS comme une pyra- 
mide qui a pour base Faire EFQ , et SKpour hauteur.'Ainsî 

... EFQxSK 
ce soude = ^ . 

En retranchant le troisième solide du premier, on aura le 
solide de T onglet conique EFQC ; et , en ajoutant le troi- 
sième solide au second, on aura le solide de la portion 
restante SEFQA du cône. 



CHAPITRE IV. 
De la Sphère. 

386. J_JA sphère (Fig. aSa) est un soUde terminé par une 
surface courbe dont tous les points sont également distants 
d'un point intérieur C , qui en est le centre. 

Ce solide peut être regardé comme engendré par la ré- 
volution du demi- cercle AEB autour du diamètre AB. 
Dans cette révolution, les ordonnées EC, ON, décrivent 
des cercles EFDG , OHMI , dont les centres C , N , sont 
placés sur le diamètre AB. Ainsi toute section de la sphère 
par un plan perpendiculaire au diamètre AB est un 
cercle. 

La sphère pouvant être regardée également comme en- 
gendrée par tout autre demi-cercle MAV autour du diamè- 
tre MV, et les ordonnées à ce diamètre décrivant aussi des 
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cercles, nous devons conclure en général qu'en quelque sens 
qu'on coupie une sphère par un plan , la section sera toujours 
un cercle. 

387. Les cercles qui passent par le centre de la sphère 
en sont les grands cercles , les autres en sont les petits 
cercles. 

Il est clair que tous les grands cercles sont égaux ; mais 
parmi les petits il n*y a que ceux qui passent à égales distan- 
ces du centre qui soient égaux. 

388. Le solide AOHMI , compris entre le cercle OHMI 
et la portion de surface sphérique qui s'appuie sur lui, s'ap- 
pelle segment sphérique. Il peut être regardé comme engen- 
dré par le mouvement du demi - segment circulaire ANO 
autour de Tabscisse ou flèche AN. La surface produite par 
l'arc AO s'appelle calotte sphérique» 

389. Si au segment sphérique on joint le cône droit 
COHMI , l'assemblage COAM est un secteur sphérique. Ce 
solide peut être regardé comme produit par la révolution du 
secteur circulaire AGO autour du rayon AC. 

Par une expression de cette espèce cir. ON, j'entendrai 
la circonférence qui a ON pour rayon; et par cer. ON, 
j'entendrai l'aire du cercle qui a ON pour rayon. 

Surface de la Sphère. 

Sgo. Théorème. La surface d'une sphère est égale â la 
surface com^exe du cylindre qui lui est circonscrit. 

Considérons la sphère (Fig. 233) comme produite par la 
révolution du demi-cercle AFB autour du diamètre AB, et 
le cylindre comme produit par la révolution du rectcftigle 
ADËB autour de la même ligne AB ; menons à l'axe AB de 
révolution les perpendiculaires infiniment voisines 777^ , nq , 
qui déterminent sur l'arc AFB , générateur de la surface 
sphérique , et sur le côté DE , générateur de la surface con- 
vexe du cylindre, les parties correspondantes^, 77m. Il 
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est clair que /g, qu'on peut regarder comme une petite 
ligne droite y engendre dans sa révolution la surface con-^ 
vexe d'un petit tronc de cône droit à bases parallèles^ et 
que mn engendre une petite surface cylindrique correspon- 
dante. £t comme ces surfaces partielles et élémentaires de 
la surface sphérique .et de la surface cylindrique sont en 
même nombre et se correspondent Tune à l'autre, il est 
évident que la surface de la sphère sera^démontrée égale à 
la surface convexe du cylindre , si Ton parvient à démontrer 
que la petite surface conique engendrée pscc/g est égale à la 
petite surface cylindrique engendrée par mn. 

Du point t, milieu de /g, menez tu perpendiculaire à 
AB. L'expression de la petite surface conique produite par 
fg est /g X cir. tu (364, n^- 5); et celle de la petite surface 
cylindrique produite par mn est mn x cir. 7147 (341 ). ^^ f 
si l'on tire le rayon tC, et la droite y/t perpendiculaire knq, 
on formera deux trianglesyAg^, tuC , qui ont les côtés per- 
pendiculaires chacun à chacun , et qui sont par, conséquent 
semblables (1 65). Ainsi ces triangles donnentj^ i/lioumn :: 
Ctou nq : tu. Donc , à cause de la proportion (179), nq ; 
tu : : cir. nq < cir. tu , on aura^ : mn : : cir. nq : cir. tu , et 
par conséquent^ X cir. tuzzzmn X cir. nq. La petite bande 
ou zone sphérique produite p^v/g est donc égale à la petite 
zone cylindrique correspondante engendrée par mn. 

Sgi. Corollaire I. Donc la surface de la sphère est qua- 
druple de celle de l'un de ses grands cercles ; car la surface 

d'un grand cercle est '• — ( 1 38 ) ; et la surface de la 

sphère qui est égale à celle du cylindre circonscrit , sera 

(341 ) AB X cir. AC , ou aAC X cir. AC, expression qua- 

- , , ACx«>.AC 
druple de . 

3c)2. Corollaire II. Puisque les zones élémentaires de la 
surface de la sphère et de la surface convexe du cylindre cir- 
conscrit sont égales , on voit également que la surface de la 
calotte sphérique yAr et la surface convexe du cylindre par- 
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tiel correspondant mDQZ sont égales, puisqu'elles sont com- 
posées d'un même nombre de ces zones élémentaires. Sembla- 
blement , la surface convexe de la zone sphérique quelconque 
/FxyGr, dont les bases opposées sont des cercles paral- 
lèles , et la surface convexe du cylindre partiel correspon- 
dant mKIl , sont égales. 

De là , l'expression de la surface de la calotte sphérique 
fAr est Ap X cir, AG ; et celle de la surface conVeie de la 
zone sphérique/F:cjGr est ps x cir. AG. De sorte qu'eu 
général la surface d'une calotte sphérique ou d'ime zone 
sphérique est égale au produit de sa hauteur par la cirGoni<^ 
férence d'un grand cercle dé la sphère. 

593. Corollaire IIL En nommant «• le rapport de la cii^ 
conférence du cercle au diamètre , l'expression de la sur*- 
face de la calotte sphérique yAr sera Ap X sr x 2AG, ou 
TT X Ap X 2AG. Or , si l'on mené la corde Af, on a (190) 
( A/)"* z= Ap X 2AG. Donc la surface de la calotte = ^ {Aff ^ 
ce qui est (a5i) la valeur de la surface du cercle qui à pour 
rayon la corde Af. 

394. Remarque, Si, au lieu de supposer, comme dan» 
les quatre articles précédents , que le demi-cercle AFB et le 
rectangle ADEB font une révolution entière autour de Faxe 
AB , on suppose qu'ils font seulement une moitié , ou un 

quart , ou en général une partie quelconque — de révolu- 
tion , on aura, des f useaux , ou des portions d^ fuseaux sphé^ 
riques et cylindriques , correspondants et égaux. Ainsi l'ex- 
pression de la surface d'un fuseau sphérique entier qui ré- 

pond au diamètre AB , sera AB X — ; celle de la surface 

de la portion de fuseau , produite par l'arc Af, sera Ap x 

— '■ ; celle de la surface de la portion de fuseau, produite 

pai' YarcfFx , serai ps X — jj — . 

12 



Détermination, de la surface d'un triangle 
s,p/ién'f/ue. 

39!). Je commence par quelques déAnitions et notion 
pr<'paratoires. 

On appelle triangle sphériquevai espace AED (Fîg. 234) 
compris sur la surface de la sphère entre les trois arcs AE, 
ED, DA, de grands cercles qui se coupent nécessairement. 
Je dis nécessairement, parceque deux grands cercles d'une 
même sphère , qui ne coïncident pas , c'est-à-dire qui 
forment pas un seul et même cercle , passant l'un et l'autre 
par ie centre , se coupent toujours. Les arcs AE , ED , DA 
' sont les eûtes du triangle. 

II. 

Les plans des grands cercles dont nous venons de parli 
forment ensemble , deux à deux , des angles qui sont ceux 
du triangle sphérique. Ces sortes d'angles se désignent, 
comme les angles rectilignes , par trois lettres , dont celle du 
milieu répond au sommet , ou par la seule lettre du sommet. 
Mais il faut bien se souvenir que par un angle, tel que DAE 
il faut entendre laiigle que forment entre eus les plans des 
deux demi-cercles ADB, AFB, qui se coupent suivant le 
diamètre AB, et auxquels appartiennent les côtés AE , AD 
de l'angle. 

III. 

Il suit de là, et de farticle 3i4> que si , par le centre C 
de la sphère , on mené perpendiculairement au diamètre 
AB le cercle FMK , l'arc FM compris entre les deux di 
circonférences AFB , AMB , sera la mesure de l'angle EAD. 
Car , en tirant les rayons CF , CM , ils sont l'un et l'autre 
perpendiculaires au même point C de la section commune AB 
des deux plans ABF , ABM ; et par conséquent l'angle formi 
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par ces deux plans , ou l'angle A ^ a même mesure que raQ-< 
gle rectiligne FCM , mesure qui est Tare FM. 

Les mesures des deux autres angles sphëriques £ et D ^ 
se détermineront dé la même manière. 

IV. 

Lorsque les plans de deux grands cercles qui forment un 
angle sphérique sont perpendiculaires entre eux, cet angle 
est droit. Par exemple , si le plan ABD est perpendiculaire 
au plan ABF, l'angle sphérique DAE sera droit. Alors, en 
considérant l'angle A, comme l'angle principal du triangle, 
on dira que le triangle sphérique est rectangle en A. Lors^ 
qu'on désigne ces sortes de triangles par trois lettres , on 
met au milieu celle qui appartient à l'angle droit. 

Il peut se faire qu un triangle sphérique ait deux ou même 
trois angles droits. Ainsi, par exemple, le triangle sphéH-* 
que AFM a d'abord deux angles droits F et M , et trois 
lorsque le plan ABD est perpendiculaire au plan ABF. 

V. 

Un triangle spérique, qui a deux côtés égaux est isoscek ; 
celui qui a ses trois côtés égaux est équilatéral ; celui qui 
a ses trois côtés inégaux est scalene. On voit que ces 
dénominations sont les mêmes que pour les triangles 
rectilignes. 

Le côté opposé à un angle droit s'appelle hypoténush , 
comme pour les triangles rectilignes. 

3g6. Problême. Déterminer la surface d'un triangle sphé^ 
rique quelconque. 

Comme ce problême comprend plusieurs cas , je V4is le» 
traiter successivement et par gradation, afin de rendre la 
solution aussi claire qu'il sera possible. 
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I. 



Considérons d'abord le triangle isoscele F AM ^ formé 
- par les deux quarts de circonférence AF , AM , et l'arc 
tjuelconque FM : la surface de ce triangle est exprimée 
par AC X FM (394). 

I. 

Sur les deux demi-circonférences AFB , ADB , prenons 
les arcs égaux opposés AN, BQ ; et menons Tare NQ de 
^and cercle : nous aurons deux triangles sphériqùes ANQ ^ 
BQN , parfaitement égaux , puisque si Ton les appliquoit 
Tun sur l'autre ils se conviendroient en tout. Et, comme 
ils forment par leur ensemble la surface du fuseau sphé-- 
rique ADBFA, dont l'expression est AB x FM, ou aACx 
Fl^f , il s'ensuit que la surface du triangle sphérique ANQ, 
ou BQN, a pour expression AG x FM. D'où Ton voit que 
lorsque un triangle sphérique ANQ, a pour côtés contigus 
<i un même angle A , deux arcs qui , pris ensemble^ com'^ 
posent une demi-circonférence , la surface de ce triangle 
est égale au produit du rayon de la sphère , par Varc 
tjùi mesure cet angle. 

III. 

Soit maintenant le triangle sphérique quelconque AED. 
Menons par le point D l'arc de grand cercle DS perpen- 
dicplaire au grand cercle AFBK : le triangle proposé AED 
sera égal à la différence des deux triangles rectangles ASD , 
ESD ; il seroit égal à leur somme , si le point S tomboit 
entre les points A et E : mais , comme le raisonnement est 
le même dans l'un et l'autre cas ; puisque l'objet est ici de 
trouver la surface d'un triangle sphérique rectangle quel- 
conque , bornons-nous à considérer le cas que notre Figure 
représente , et cherchons les surfaces des deux triangles 
rectangles ASD, ESD. 
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IV. 
Je rends l'arc SI égal à l'arc AS , et je mené l'arc DI 
de grand cercle ; ce qiii me donne les deux triangles rec- 
tangles ASD, ISD parfaitement égaux , de sorte qae l'arc 
DI est égal à l'arc DA , et que la surface du triangle ASD 
est la moitié de la surface du triangle isoscele ADI , qui 
a pour base l'arc ASI , et pour côtés les arcs égaux DA, 
DI. Or j si l'on prolonge les arcs ASI , AD , jusqu'à ce 
qu'ils se rencontrent en B, les arcs ASIE, ADB seront des 
demi- circonférences égales. Donc , à cause de Dl=i;DA , 
les deux arcs DB , DI , pris ensemble , valent une demi- 
circonférence. Ainsi , en nommant P l'arc de grand 
cerclcj quiserviroît de mesure à l'angle D du triangle IDE, 
la surface de ce triangle sera exprimée par AC X P ( n". II ). 
Retranchons cette expression de celle de la portion de 
fuseau sphérique ASEDA , laquelle a pour valeur aAC x 
A (n"". I ) , en nommant A l'arc de grand cercle qui mesure 
l'angle A : le reste aAC X A— AC x P, ou AC X (2A— P)^ 
sera l'expression de la surface du triangle isoscele ADI , 
ou le double de l'expression de la surface du triangle rec- 
tangle ASD ; et par conséquent l'expression de la surface 
de ce dernier triangle sera AC x (A J.Etcommeles 

deux angles plans de suite BDI , IDA, pris ensemble , va- 
lent deux angles droits (SiSj , et ont par conséquent pour 
mesure la demi-circonférence j si l'on nomme C la circon- 
férence d'un grand cercle de la sphère, V l'arc de grand 
cercle qui mesure l'angle ADS , et par conséquent zV l'arc 
qui mesure l'angle IDA double de l'angle ADS , on aura 

P= — — aVj et— =— — V. Donc l'aire du triangle ASD= 

ACx(A + V-~)=ACx(A + ^ + V-^).OrA,^, 

V, expriment respectivement les mesures des trois angles A, 

S , D du triangle rectangle ASD. Ainsi la sur/ace d'un 

I triangle rectangle spliérique est égale au produit du rayon 
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ft4oo. Corollaire III. En retranchant de la solidité du 

icteiir COAM, celle du cône COM, le reste sera le seg- 

msot sphérique OMA , dont la valeur sera par conséquent 

»x (AC)' x-r AN — ■■ X (ONJ' X ^-. Substituons pour 

(ON) sa valeur AN x (zAC — AN) (190), et pour CN s* 
valeur A C — AN; l'expression précédente deviendra 

«-Xf(ANl'x3AC-{AN)M , » a-,. ( k r^ ^'^\' 

^ , ou^ X CAN}'x(^AC 3-;. 

Par où l'on voit que la solidité du serment sphèrique est 
égale à celte d'un cylindre qui auroit pour rayon de sa- 
base la flèche de la calotte du segment, et pour liauteur 
t excès du rayon de la sphère sur le tiers de lafiecUe. 



CHAPITRE V. 

Comparaison des surfaces et des solidités des corps 
semblables. 

\\. Ueiiï corps on deu\ solides sont sernhlohles , en 
ténéralj lorsqu'ils sont terminés par un même nombre do 
j Jaces semblables j chacune à chacune j et semblablement' 
aigposés^ chacune par rapport à chacune. 

403. Corollaire /.D'après cette définition, représen- 
tons-nous , au-dedans d'un corps terminé par un nombre 
quelconque de faces finies , ou infiniment petites , un points 
qui serve de sommet commun à des pyramides qui ont pour 
bases les faces du corps ; imaginons ensuite que chaque, 
pyramide soit coupée parallèlement à sa base , de telle ma- 
nière que deux pyramides aient une arête commune au' 
sommet et à la base : l'assemblage des pyramides intérieure*, 
formera un solide semblable au solide proposé, puisquov 
ces deux solides ont la condition requise par la définitioix. . 
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4o3. Corollaire II. On voit par là : 

i". Que deux prismes droits sont semblables, lorsque leurs 
bases sont des polygones semblables, et que leurs hauteurs 
sont entreelles comme deus côtés homologues , ou deux lignes 
homologues des bases. 

2,°. Deux cylindres droits sont semblables^ lorsque leurs 
hauteurs sont comme les rayons ou les diamètres des 
bases. 

3'. Deu:! prismes obliques sont semblables, lorsqu'ib ont 
pour bases des polygones semblables , qu'ils sont semblable- 
tnent inclinés par rapport à ces bases , et que leurs diiectrices 
ou leurs hauteurs sont comme deux côtés ou deux lignes ho- 
mologues des bases. 

4". Deux cylindres obliques sont semblableSj lorsqu'ils sont 
également inclinés , et que leurs côtés ou leurs hauteurs sont 
comme les rayons ou les diamètres des cercles qui leur ser- 
vent de bases. 

5'. Deux pyramides régulières sont semblables, lorsque 
leurs bases sont semblables, et que leurs apothèmes sont 
comme les apothèmes des bases , ou les arêtes comme les 
rayons des cercles circonscrits aux bases. 

6°. Deux cônes droits sont semblables , lorsque leiu's hau- 
teurs ou leurs côtés sont comme les rayons ou les diamètres 
des cercles qui en sont les bases. 

7". Deux pyramides quelconques sont semblables, lors- 
qu'elles ont pour bases des pol^'gones semblables , qu'elles 
sont semblablement inclinées ou disposées par rapport à 
leurs bases, et que deux arêtes homologues ou les deux 
hauteurs sont comme deux lignes homologues des bases. 

8". Deux cônes obliques sont semblables, lorsqu'ils sont 
également inclinés, et que deux côtés homologues sont 
' comme les raytjns ou les diamètres des cercles qui en sont 
les' bases. 

g". Deux sphères sont toujours des solides sembla- 
bles j etc. 

En eflet, si l'on imagine que, des deux solides comparés, 
le plus petit est placé aù-dedans du plus grand , de manière 
que le même point représente tout-à-la-fois deux points cor- 
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respondants dans les deux solides^ c'est-à-dire deux points 
placés aux milieux^ ou aux tiers ^ ou aux quarts, etc., de 
deux lignes correspondantes : on verra que ces deux solides 
pourront être regardés comme composés d'un même nombre 
de faces semblables et semblablement situées , puisque ces 
faces auront évidenûnent tous les angles égaux, et les 
côtés proportionnels autour de ces angles, et que de plus 
elles seront arrangées dans le même ordre autour du point 
proposé. 

404» Théorème I. Les surfaces de deux pyramides senv^ 
blables sont entre elles comme les quarrés de deux lignes 
homologues dans les deux pyramides. 

Deux pyramides semblables peuvent être représentées par 
les deux pyramides SABCDE, Sabcde (Fig. ai3), doût la 
plus petite fait partie de la plus grande, et dont les bases 
sont parallèles. Or (356) les deux polygones ABCDE , abcde ^ 
étant semblables , et tous les triangles ASB , BSC, CSD , etc. , 
étant semblables chacun à chacun des triangles aSfe , hSc, 
cSd , etc. , on a cette suite de rapports égaux , 

ABCDE : abcde : : (AB)* : {aby, 
ASh:aSb::(ABy:{aby, 
BSC : bSc : : (BC)* : (bcy : : (AB)* : (aby , 
CSD : cSd :: (CD)' : (cdy :: (AB)' : (aby, etc. [ 

Ainsi deux faces homologues quelconques dans les deux 
pyramides sont entre elles dans le rapport constant de (AB)' 
à (aby. Donc la somme des faces de la première pyramide^ 
ou la surface entière de cette pyramide , est à la somme des 
faces de la seconde, ou à la surface entière de la. seconde , 
comme le quarré d'une ligne quelconque de la J>remiere,:est 
au quarré de la ligne homologue delà seconde. 

On voit de même que deux portions correspondantes des» 
surfaces de deux pyramides "semblables sont entre elles 
comme les quarrés de deux lignes homologues* 

. . • • 

4o5. Corollaire. Donc , en général^ les surfaces de d<$ux' 
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solides semblables sont entre elles comme les quarrés de 
deux lignes homologues dans ces deux solides, puisqu'ibsont 
composés d'un même nombre de pyramides semblables deux 
à deux , et que, deux pyramides voisines ayant une arête corn- 
mune au sommet ou à la base , il règne évidemment le même 
rapport entre les quarrés des lignes homologues, comparés 

chacun à chacun. 

Par exemple, les surfaces de deux prismes semblables sont 
entre elles comme les quarrés de leurs hauteurs, ou de deux 
lignes homologues prises dans *eurs bases ; les surfaces de 
deux sphères sont entre elles comme les quarrés àé leurs 
rayons ou de leurs diamètres , etc. 

406. Théorème II. Les solides de deux pyramides sem^ 
blables sont entre eux comme les cubes de leurs côtés homo- 
logues. 

Considérons encore les deux pyramides semblables 
SABCDE, Sabcde (Fig. ai3 ) ; et soient SO , So, leurs hau- 
teurs. On a ces deux proportions , 

ABCDE : abcde : : ( AB)' : (ab)' , 
SO : So :: AB : ab; 
lesquelles étant multipliées par ordre donnent 

ABCDE X SO : abcde x So : : ( AB)' : (ab)' ; 

ABCDE XSO , ., . ahcdeXSo 

et jpar conséquent ^ ( i " pyramide ) : 3 

( a* pyramide ) : : (AB)' : {abf. 

407. Corollaire, Donc, en général,. deux solides sembla- 
bles sont entre eux comme les cubej» de leurs côtés homo- 
logues ; car deux Solides semblables peuvent être regardés 
comme composée, d'un même nombre de pyramides sem- 
blables. Et comme ,.dans chaque soUde, d'une face à l'autre 
il y a une arête éommime , on voit que chaque pyramide 
du premier solide est à la pyrauiîde homologue du second 
dans le rapport constant du cube d'œi côté du premier so- 
lide au cube du côté homologue du second. Donc la somme 
des pyramides qui composent le premier soHde , ou ce solide 



l88 GÉOMÉTRIE. 

lui-même , est à la somme des pjzramides qui composent le 
second ^ ou à ce solide lui-même , comme le cube d'un côté 
du premier solide est au cube du côté homologue du 
second. 

Ainsi les solides de deux prismes semblables sont entre 
eux comme les cubes de leurs hauteurs , ou de deux lignés 
homologues prises dans leurs bases ; les solides de deux 
sphères sont entre eux comme les cubes de leurs rayons ou 
de leurs diamètres ; etc. 

4o8. Problème. Un solide étant donné , construire un 
autre solide qui lui soit semblable , et qui ait avec lui un 
rapport donné. 

Nommons A un côté choisi à volonté dans le solide donné ^ 

X le côté homologue dans le solide cherché ,— le rapport 
du premier solide au second , on aura la proportion A^ : 
a;' :. m : 12. D'où l'on tire :c=r A X %/ — Ainsi , pour 

avoir ^, il faut multiplier A par la racine cube du rapport 

n 

— qui est un nombre abstrait. 



409. Corollaire. Lorsque le nombre — est un cube par- 
fait , la construction du solide cherché s'exécute, en rigueur 
et n'a aucune difficulté. Soit, par exemple , — = 27 , et 

supposons que les deux solides soient des cubes ; alors on 
ax=A X 3. D'où l'on voit qu'en construisant \m cube 
dont le côté soit triple dû côté A du icube donné , le nou- 
veau cube sera 27 fois aussi grand que le cube donné. 

Mais si •— n'est pas un cube parfait , le problème ne 

peut pas se résoudre en rigueur, du moins en employant 
le seul secours de la règle et du. compas. Supposons, par 
exemple, que les deux solides soient des cubes, et sôit 

;;=:a, en sorte qu'il s'agisse de Taire un cube double 
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d'un autre , ce qui est le problème si célèbre parmi les 
anciens géomètres sous le nom de dupUcadon du cube ; 

alors on aura aî=A X y a , expression qu*on ne peut 
assigner en rigueur par la géométrie élémentaire. 

410. Remarque. L'expression dont il s'agît est celle de 
la première de deux moyennes proportionnelles entre deux 
lignes A et aA , qui sont dans le rapport de i à 2. En 
effet, soient j^ et z, ces deux moyennes proportionnelles^ 
en sorte qu'on ait la progression 4r A.:y :z: 2 A. Cette 
progression donne A^ : j^ :: A : 2A :: i : a ; d'où Ton tire 

y=Ax yz, valeur qui est la même que celle qu'on a 
trouvée pour a?. 



CHAPITRE VL 
Des polyèdres réguliers. 

411. On a dit (aSg) qu'un polyèdre régulier est celui 
qui est terminé par des polygones rectilignes réguliers, 
tous égaux et semblablement situés dans l'espace. Je doi^- 
nerai à ces polygones le simple nom de polygones terrain 
nateurs , afin d'abréger le discours. 

412. Corollaire I. Il suit de cette notion , que tous les 
angles solides d'un même polyèdre régulier sont parfaite- 
ment égaux \ qùHIs sont formés dans tous les cas par une 
suite de triangles isosceles égaux, qui s'assemblent autour 
d'un même point , et qui ont pour bases les côtés d'un 
polygone régulier , dont l'espèce est subordonnée à celle 
du polyèdre auquel appartient l'angle solide, comme on 
le verra tout-à-l'heure plus distinctement. 

J'appellerai pyramide polaire , la pyramide régulière , 
comprise entre les triangles latéraux de l'angle solide , et 
le polygone régulier sur lequel on peut concevoir qu'il 
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s'appuie : dénominatioii fondée l»ur ce que le sommet de 
Tangle solide , étant également éloigné de tous les points 
de la circonférence du cercle circonscrit au polygone dont 
on vient de parler^ peut être regardé comme le poU de 
ces deux figures. On voit que dans tout polyèdre régulier^ 
il y a autant de pyramides polaires toutes égales , qu'il y 
a d'angles solides* 

41 3. Corollaire II. De la parfaite égalité de tous les 
angles solides d'un même polyèdre régulier^ et de leur 
semblable position dans l'espace^ il résulte : 

1^. Qu'il exbte dans tout polyèdre régulier un point in- 
térieur semblablement placé par rapport à tous les poly- 
gones terminateurs , c'est-à-dire également éloigné de tous 
les sommets des angles solides , lequel est par conséquent 
le centre d'une sphère circonscrite au polyèdre. 

2^. Que, si du centre de la sphère circonscrite on abaisse 
des perpendiculaires sur les polygones terminateurs , toutes 
ces perpendiculaires seront égales , et par conséquent les 
rayons d'une sphère inscrite au polyèdre. 

4i4- Théorème. Il ne peut exister que cinq polyèdres 
réguliers : savoir , trois dont les polygones terminateurs 
sont des triangles équilatéraux égaux , un dont les poly^ 
gones terminateurs sont des quarrés égaux , et un dont 
les polygones terminateurs sont des pentagones réguliers 
égaux. 

En effet , tous les angles solides d'un polyèdre régulier 
étant saillants , chacun d'eux doit être moindre , dans tous 
les cas, que 36o degrés (3a6); de plus, pour former un 
angle solide fermé , il faut employer, au moins, trois angles 
plans. Or , d'après ces deux principes, je dis qu'on ne 
peut employer à la formation des angles solides d'un polyèdre 
régulier , que les trois sortes de polygones réguliers dont 
je viens de parler. Car : 

1^. Chacun des angles d'un triangle équilatèral étant de 
60 degrés , si l'on emploie , ou trois de ces angles , ou 
quatre, ou cinq, on aura un angle solide, ou de 180 de- 
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grés j OU de 240 , ou de 3oo : valeurs qui sont toutes ad- 
missibles , de sorte qu'il peut exister tiois polyèdres régu- 
liers qui ont des triangles équîlatéraux égaux pour poly- 
gones terminateurs ; mais on ne peut pas employer un 
plus grand nombre d'angles de 60 degrés ; car six angles 
donneroient 36o degrés , et dès-lors il n'y auroit qu'un 
simple cercle , aucun angle solide. A plus forte raison , il 
ew impossible d'employer un plus grand nombre d'angles 
de 60 degrés. 

2°. En employant trois angles de 90 degrés , râleur de 
l'angle du quarré , on aura un angle solide de 270 de- 
grés , qui est dans la limite requise ; mais on ne peut pas 
employer plus de trois de ces angles. Il n'y a donc qu'un 
seul polyëdre régulier dont les polygones terminateurs soient 
des quarrés. 

3". En employant trois angles de 108 degrés , valeur de 
l'angle du pentagone régulier , on a un angle solide de 
324 degrés , qui est encore dans la limite exigée ; mais on 
ne peut pas employer un plus grand nombre d'angles de 
108 degrés; et par conséquent il n'y a qu'un seul polyèdre 
régulier dont les polygones terminateurs seront des pen- 
tagones réguliers. 

D'après ces considérations , il faut conclure que tous les 
polygones réguliers qui ont plus de cinq côtés , ne peuvent 
pas être employés à former les angles solides d'un polyèdre 
régulier , et que par conséquent il ne peut e\ister en tout 
que les cinq polyèdres réguliers dont nous avons fait 
mention. 

4i5. Problême I. Déterminer le nombre et la poniion 
Jes polygones terminateurs des cinq polyèdres réguliers. 

1°. Assemblons autour d'un point S (Fig.aSS^, trois 
triangles équilatéraux égaux SAB , SBC , SCA ; nous aurons 
un angle solide de 180 degrés, qui s'appuiera sur le triangle 
équilatéral ABC , égal à chacun des trois autres. Le polyèdre 
terminé par ces quatre triangles, qui sont égaux et sem- 
blablemenl situés dans l'espace, est un tétraèdre régulier. 
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On Voit quUci la p]rrajnide polaire se confond arec le 
tétraèdre entier. 

2?. Plaçons d'abord autour du point S (Fîg. a36) , quatre 
angles de .quatre triangles équilatéraux égaux SAB , SBC , 
SCD , SDA î nous formerons par-là un angle solide de 240 
degrés , et la pyramide polaire SABCD , qui aura pour base 
le quarré ABCD , dont chaque côté est égal à Tun des 
côtés des triangles latéraux : ensuite à cette pyramide , 
opposons en une autre S'ABCD , qui lui soit égale cl 
tout : la réunion de ces deux pyramides composera un 
octaèdre régulier, 

3^. Commençons par assembler autour du point S 
( Fig. ^37), cinq angles de cinq triangles équilatéraux égaux 
SAB , SBG^ SCD , SDE/ SEA; nous aurons un angle solide 
de 3oo degrés , et une pyramide polaire SABCDE, qui aura 
pour faces latérales ces cinq triangles, et pour base le penta- 
gone régulier ABCDE ; établissons sur les côtés AB > BC , 
CD , etc. , de ce pentagone , cinq triangles équilatéraux 
AA'B, BB'C, CCD, etc. , égaux aux précédents, et fai- 
sons tourner du dehors au-dedans , par un mouvement de 
charnière , ces triangles autour des côtés AB, BC, CD, etc. , 
regardés comme immobiles , jusqu'à ce que les angles 
A ' BB ' , B ' ce ' , C ' DD ' , etc. , deviennent chacun de 60 de- 
grés î ensuite menons les droites A'B', B'C, CD', etc. : 
nous aurons cinq nouveaux triangles équilatéraux A' BB', 
B ' ce ' , C ' DD ' , etc. , égaux aux précédents : alors l'assem- 
blage des dix triangles équilatéraux AA'B , BB'C, CCD, 
etc. , A ' BB ' , B ' ce ' , C ' DD ' , etc. , formera la surfacç con- 
vexe régulière d'une zone , dont les bases opposées sofit les 
deux pentagones réguliers égaux ABCDE ,A'B'CD'E'. 
Enfin appliquons sur la base A 'B'C'D'E' ime pyramide 
polaire égale en tout à la première SABCDE , et posée en 
sens contraire. Le polyèdre résultant de la réunion de ces 
deux pyramides avec le solide couvert latéralement par la 
zone proposée , sera un polyèdre régulier, terminé par vingt 
triangles équilatéraux égaux , ou un icosaédre régulier. 

4'\ Assemblons autour du point S (Fig. 2^) trois angles 
de trois quarrés égaux SABC, SCDE, S£FA ; nous aurons 
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un angle solide de 270 degrés , et une pyramide polaire 
SAGE dont la base est le triangle équûatëral ACE qui a 
pour côtés les diagonales AC , CE , EA des trois quarrés 
proposés ; à cette pyramide , opposons-en une autre S'BFD^ 
qui lui soit égale, en tout. La réiuiion de ces deux pyramides 
composera un exaédre régulier , ou un cube , solide qui est 
terminé par six quarrés égaux. 

50. Enfin soient six pentagones réguliers égaux , assemblés 
d'abord entre eux comme la Fig. aSg le représente. Imagi» 
nons que le pentagone central ABCDE demeurant immobile 
( par exemple , dans une position horizontale , pour fixer 
les idées ) , on fasse tourner les autres pentagones de bas en 
haut , sur les côtés AB , BC , CD , etc. , comme charnières , 
jusqu'à ce que les points F et G , H et I, etc. , viennent se 
confondre : on formera par-là une espèce de mortier ouvert 
par en haut , lequel pourra être couvert par un autre mor- 
tier qui lui soit parfaitement égal , et posé en sens contraire. 
Alors l'assemblage de ces deux mortiers composera un po- 
lyèdre régulier , terminé par douze pentagones réguliers, ou 
un dodécaèdre régulier. 

On voit qu'ici chaque angle solide a pour faces latérales 
trois triangles isosceles égaux au triangle BAE , et que cha- 
que pyramide polaire a pour base un triangle équilatéral dont 
un côté est égal à la diagonale BE du pentagone ABCDE. 

416. Problême II. Etant donné le côté de Vun despoly* 
gones terminateurs d'un polyèdre régulier , déterminer ^ i^.le 
diamètre ou le rayon de la sphère circonscrite à ce polyèdre; 
a^. le rayon de la sphère inscrite. 

1^. Du sommet de l'un des angles solides du polyèdre , 
menons perpendiculairement à la base de la pyramide po- 
laire une droite qui passera évidemment par le centre du 
cercle circonscrit à cette base , et par le centre de la sphère. 
Faisons ensuite passer un plan, par la perpendiculaire pro- 
posée , et par l'une des arêtes de la pyramide : l'intersection 
de ce plan avec la sphère sera un grand cercle de ce solide ; 
et, par conséquent (190) , le diamètre de ce cercle , ou de la 
sphère , sera égal au quarré de l'arête , ou au quarré de 

i3 
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Tun de8 côtés des polygones terminateurs , divisé p^ la hai** 
teiir de la pyramide. Et comme dans cette pjrramide l'arête 
est donnée immédiatement , on voit (365) que la question 
est ici seulement de trouver le rayon du cercle circonscrit à 
la base de lapyramide. Or, on trouve le rayon du cercle 
dont il s'agit dans le tétraèdre régulier , par l'article 228 ; 
dans Toctaédre régulier, par rarticle 18g; dans Ticosaédre 
régulier, par l'article 23g ; dans l'exaédre régulier, par l'ar- 
ticle 1 8g ; et enfin , dans le dodécaèdre régulier, par les arti- 
cles 240 et 228. On a donc tout ce qui est nécessaire pour 
déterminer le rayon de la sphère circonscrite. 

2^. En considérant le centre commun à la sphère circon- 
scrite et à la sphère inscrite , comme le sommet d'une pyra- 
mide régulière qui a pour base l'un des polygones termina- 
teurs du polyèdre , et pour hauteur le rayon de la sphère 
inscrite ; on voit qu'on aura ce rayon , en retranchant du 
quarré du rayon de la sphère circonscrite , le quarré du 
rayon du cercle circonscrit à l'un des polygones termina- 
teurs , puis tirant la racine quarrée du reste. 

' Je n'ai pas besoin de faire observer que si , au lieu de don- 
ner primitivement, comme on a fait, l'un des côtés des poly- 
gones terminateurs , on donnoit le rayon de la sphère cir- 
conscrite , ou celui de la sphère inscrite, on trouveroit Tun 
des côtés des polygones terminateurs , par les mêmes calculs, 
en regardant maintenant ce côté comme l'inconnue. 

417. Problême III. Connoissant Vun des côtés des poly* 
gones terminateurs Hun polyèdre régulier ^ déterminer la 
surface et la solidité de ce polyèdre, 

i^. L'a surface totale du polyèdre est la somme des surfa- 
ces de tous ses polygones terminateurs, qui, étant donnés , 
Ont aussi des surfaces données ou déterminables par le moyen 
des côtés. 

2^. La solidité est la somme de toutes les pyramides régu- 
lières qui ont pour bases les polygones terminateurs, et pour 
hauteur commune le rayon de la sphère inscrite : élément» 
détermhiables par le moyen des côtés des polygones termi- 
nateurs. 
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418. Problème IV. Déterminer, dans un polyèdre régu-' 
lier^ V angle plan que forment entre elles deux faces latéra-- 
les contigûes d^un angle solide. 

La considération d'une pyramide polaire et l'application 
de l'article 3^7 fournissent facilement la solution de ce pro- 
blême. En effet, dans le tétraèdre, l'exaédre, le dodécaèdre 
réguliers, les pyramides polaires sont des pyramides trian- 
gulaires où tout est donné ; et par conséquent l'angle en 
question se détermine immédiatement par l'article Say ; dans 
l'octaèdre, la pyramide polaire a pour base un quarrè ; mais 
elle peut être partagée en deux pyramides triangulaires don- 
nées en tout ; ce qui rappelle la question à l'article 327; 
enfin dans l'icosaèdre , si l'on mené ( Fig. 237) , par le som- 
met S et par la diagonale BE, un plan^ on aura une pyra- 
mide triangulaire SABE, oii tout sera donné ; ce qui rappelle 
également la question à l'article 327. 

419. Scholie. Deux polyèdres réguliers , terminés par un 
même nombre de polygones réguliers semblables, étant, 
comme on voit , des solides semblables , on leur appliquera 
ce qui a été dit en général dans le chapitre précédent sur la 
comparaison des surfaces et des solidités de deux solides 
semblables. 
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QUATRIEME PARTIE. 



DE LA TRIGONOMÉTRIE. 

i^o. Lia trigonométrie est une branche de la géométrie^ 
qui a pour objet particulier la résolution des triangles, c'est* 
à-dire Tart de trouver les relations que les angles et les côtés 
d*un triangle ont ensemble. 

On la divise en deux parties : l'une nommée trigonométrie 
plane ou rectiligne y qui- considère les triangles rectilîgnes ; 
l'autre ^ nommée trigonométrie sphérique , qui considère les 
triangles sphériques* 



SECTION I. 
De la trigonométrie rectiligne. 



CHAPITRE PREMIER. 
Principes généraux de la trigonométrie rectiligne. 

^ai . Oi, parmi ces six choses , trois angles et trois côtés , 
qui forment un triangle rectiligne, on en connoît trois quel- 
conques^ la trigonométrie enseigne à trouver les trois autres ^ 
ou du moins leurs rapports: j*ajoute cette restriction, par- 
ceque si les trois angles étoient les trois choses connues , on ne 
pourroit déterminer que les rapports des côtés, et non pas 
leurs grandeurs absolues ; et , en effet , tous les triangles sem- 
blables (quelles que soient d'ailleurs les longueurs des côtés), 
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Ayant les trois angles égaux chacun à chacun , il est clair qi 
la simple connoissance des angles n'est pas sulïlsante pour 
conduire à celle de l'espèce particulière du triangle. Mais si , 
parmi les trois choses connues, il se trouve un oti phisieura 
côtés, on pourra déterminer les valeurs absolues des trois 
autres choses , comme nous le verrons ci-dessous. 

La trigonométrie , au lieu d'employer dans le calcul des 
angles les arcs qui en sont les mesures, emploie plusieurs 
autres lignes plus commodes , qui en dépendent , et que noua 
ferons connoître successivement, en commençant par le^ 
notions les plus simples. 

423. Soient C Fig. 240 ) ACB , CCI , deux angles de suite : 
ces deux angles, qui, pris ensemble, valent 180 degrés, s'ap- 
pellent JU"y3/^mera/j l'un de l'autre. Et si, par le point C, on 
élevé CF perpendiculaire à la droite AI , les deux angles 
ACB , BCF , qui , pris ensemble , valent un angle droit , ou 
go degrés, s'appellent complémunCs l'un de l'autre. 

423. Du point C, comme centre, avec un rayon CA, 
arbitraire, mais qu'il faut toujours regarder comme une 
quantité connue , soit décrite une circonférence de cercle : 
les arcs AB, BF , BFI, seront les mesures des angles ACB, 
BCFjBGI; et, dans le langage trigonométrique , par im 
angle , ou par l'arc qui en est la mesure pour un rayon déter- 
miné , on enteud la même chose. 

424- De l'estrémité B de l'arc AB, ou FB, soit abaissée 
la perpendiculaire BD , ou BH , sur le rayon CA , ou CF , 
qui passe par l'autre extrémité de l'arc ; par les points A et F 
soit menées aux arcs AB , FB , les tangentes AE , F(t , termi- 
nées l'ime et l'autre par le prolongement du rayon CB. Cela 
posé , on appelle , 
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BD sinus droit OU sinus "^ 

AD sinus l'erse I de l'arc AB , ou de l'a 

AE tangente f ACB. 

C£ sécante J 
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BH sinus ^ 

FH sinus verse ( . „ __ , „ , ^^„ 

FG tangente { ^^ ^^«^ ^^ ' «" ^« ^^^^ B^F. 
CG sécante J 

425. En regardant AB comme Tare principal , et en lui 
rapportant les lignes BH , FH , FG , CG , on dit que 

BH ou DG est le sinus du complément , 

ou f par abréviation , le cosinus 
FH est le sinus verse du complément , 

ou le cosinus verse \ de l'arc AB , ou 

FG est la tangente du complément y où 1 de l'angle ACB, 

la cotangente 
CG est la sécante du complément ^ ou 

la cosécante 

Si on regardoit FB comme l'arc principal , BD ou HC 
seroît son cosinus f AD son cosinus verse, AE ssl cotangente , 
CE sa cosécante. 

4^6. On voit que le quart AF de circonférence a pour 
sinus le rayon même FC du cercle. Ce sinus est le plus grand 
de tous ; et par cette raison on l'âppeUe le sinus total. Ainsi 
le rayon du cercle dont les arcs mesurent les angles et le 
sinus total sont des mots synonymes. 

427. Les arcs , les sinus , les cosinus , les tangentes , etc. 
étant des quantités sujettes à changer de position, et par 
conséquent de signes , il convient de les rapporter à deux 
lignes fixes , ou , comme on dît , à deux axes^ qui serviront 
à faire connoître d'une manière évidente et sûre toutes leurs 
variations respectives. Or je prends pour ces deux axes 
les deux diamètres AI , FV ., qui se coupent perpendi- 
culairement, et je fais partir tous les arcs de la même 
origine A. 

428. Cela posé, i^. je regarde comme positifs tous les arcs 
AB , AFi, qui vont dans le sens AFI : par conséquent il fau- 
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dra regarder comme nëgatîfs les arcs AK, AN, qui vont 
dans le sens opposé. 

2.^. Je regarde comme positives toutes les lignes placées 
au-dessus de l'axe AI et perpendiculaires à cet axe -, par con- 
séquent il faudra regarder comme négatives les lignes de 
même nature posées en sens contraire. 

3^. Je regarde comme positives toutes les lignes placées 
à la gauche de FV et perpendiculaires à cet axe ; par consé- 
quent il faudra regarder comme négatives les lignes de même 
nature posées en sens contraire, à la droite du même axe 
FV. 

De ces principes et de ces hypothèses résultent plusieurs 
conséquences dont je vais développer au moins les prin- 
cipales. 

429. Les sinus BD, FC, bd, des arcs AB, AF, AFè, tous 
posés au-dessus de AI, sont positifs ; et les sinus KD, 
NP, des arcs AK, AN, posés au-dessous de AI, sont 
négatifs. 

430. Deux arcs AB,AFi, qui, pris ensemble, valent 
180"^, ou qui sont suppléments l'un de l'autre, ont des sinus 
BD ,bd, égaux et de même signe. 

43 1. L'arc positif AB, et l'arc négatif AVIFB qui, joint à 
AB , vaut la circonférence entière du cercle , ont le même 
sinus BD , qui est positif. 

L'arc positif AFIN, qui se termine à la demi-circonférence 
inférieure AVI , a pour sinus NP, quantité négative , qui est 
aussi le sinus de Tare négatif AN, qui, joint à l'arc AFIN 5 
vaut la circonférence entière du cercle. 

On verra de même > dans toute autre combinaison, que 
deux arcs, Tun positif, l'autre négatif, qui, pris ensemble, 
valent la circonférence entière du cercle , ont le même sinus 
en quantité et en signe; 

432. Deux arcs positifs , qui , pris ensemble , valent la cir- 
conférence entière, ont des sinus égaux, mais de signes 
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contraires ; tels sont les arcs AB , AFIV K , qui ont respecti- 
vement pour sinus les lignes égales et opposées BD , KD , la 
première positive , la seconde négative. 

De même , deux arcs négatifs , qui^ pris ensemble^ valent 
la circonférence y ont des sinus égaux ^ mais de signes con- 
traires ; tels sont les arcs AK ^ AVIFB , qui ont pour sinus les 
lignes égales et opposées KD^ BD , la première négative^ la 
seconde positive. 

433. En général on ne sera jamais embarrassé sur les signes 
des sinus si l'on se rappelle cette simple règle. Tous les 
arcs qui se terminent à la demi-circonférence AFI ont des 
sinus positifs ; et ceux qui se terminent à la demi-circonfé- 
rence AVI ont des sinus négatifs. Quant aux valeurs des 
sinus y nous apprendrons ci-dessous à les déterminer en par- 
ties du rayon. 

434* Le cosinus CD de Tare positif AB y moindre qu'un 
quart de circonférence y est positif ; et pareillement le cosi- 
nus CR de Tare négatif AS , moindre qu'un quart de circon- 
férence y est positif. On voit en même temps par-là que deux 
arcs égaux ^ AB, AK, l'un positif, l'autre négatif, et moin- 
dres, chacun qu'un quart de circonférence, ont le même co- 
sinus CD , qui est positif. 

435. Deux arcs AB , AFA , qui , pris ensemble , valent 180^, 
ont des cosinus égaux CD , G^, mais de signes contraires. De 
là on voit aussi qu'un arc positif ou négatif , plus grand qu'un 
quart de circonférence , et moindre que la demi-circonfé- 
rence , a un cosinus négatif, qui est égal en quantité au co- 
sinus positif de son supplément. 

436. Deux arcs qui , pris ensemble , valent la circonfé- 
rence , ont le même cosinus , soit que de ces deux arcs l'un 
soit positif, l'autre négatif; soit qu'ils soient tous deux posi* 
tifs, ou tous deux négatifs. C'est ce qu'on voit par les arcs 
AB et AVIFB , AB et ABFIVK , AK et AFIVK. 
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437. La Fegle pour déterminer en général les signes des 
cosinus est la même que pour les sinus. Tous les arcs qui se 
terminent à la demi-circonférence FAV ont des cosinus po- 
sitifs ; et ceux qui se terminent à la demi-circonférence FIV 
ont des cosinus négatifs. Nous déterminerons ci-dessous les 
quantités des cosinus en parties du rayon» 

438. Ajoutons encore concernant les sîtius et les cosinus 
quelques propositions utiles, qui dériv^ent immédiatement 
des notions précédentes. 

Je nomme en général R le rayon du cercle qui sert à me- 
surer les angles ( dénomination qui sera constamment em- 
ployée dans toute la suite ) ; j'appelle de plus ici C sa circon- 
férence, A un arc quelconque. On aura: 

1^. Sîn. _A=— sîn. A ; et cos. — A = cos. A. En effet 
KD == BD ; et CD est le cosinus commun des deux arcs 
égaux AK, AB. Il en est de même , quelle que soit la valeur 
de Tare A. 

a^. L'arc A pouvant augmenter depuis zéro jusqu'à 1 in- 

C G 
fini, supposons qu'il devienne successivement û»T"^"7> 

|C,C-|-iC,C-J-7C,C-h^C,aC, etc. ; nous aurons : 
Sin. 0=0; sin. -- r= R : sin. — = o ; sin. t C = — R ; 

sin. C=o;.sin.(C-|-ïC)=R; sin. (C-f-îC) =o;sin. 
(C-|-5:C)= — R; sin. a € = 05 ainsi de suite. 

C ^ -D 

Semblablement , cos. o=R: cos.-r=o; cos. ■-" = — •"> 

' 4 ^ 

cos. -^ C = o; COS. C=R; cos. (C4--jC)=o; cos. (C+ 
^C)=— R; COS. (C4-^C) = o;co8. aC=R,etc. 

439. Qu'à im arc quelconque A on ajoute tant de fois 
qu'on voudra la circonférence ; il est évident que le sinus 
et le cosinus demeurent toujours les mêmes en quantités et 
en signes, puisqu'on vient toujours retomber sur les mêmes 
points. On a donc ideùtiquement sin. (A -h /iC)= sin A ; 
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et COS. ( A + rt G) = COS. K,n étant un nombre entier posi- 
tif quelconque. 

44o« I)e 1^ on trouve tout de suite le sinus et le cosinus de 
la sonune d'un arc A et d'un multiple quelconque impair de 
la demircirconférence :. car cette somme peut toujours être 

représentée par Ah hpC, p étant un nombre entier 

positif quelconque. Ainsi ^ en désignant par la simple lettre 
B la partie Ah — , il s'agit de trouver sin. {B-^pC)et 
COS. (B-hpC). Or, par l'article précédent , sin. (B-i-pC) 
= sin. B=sin. (Ah ) ; etcos. (B+/?C) = C08. B = 

COS. ( A H-— )• Mais d'un autre côté , en jetant les yeux sur 
la Figure 240 , on voit que sin.(AH-7C)= — sin. A, et 
que COS. (Ah-7C)= — cos. A. Ainsi sin. (Ah ^P^^ 

=: — sin. A; et cos. (Ah h;tiC) = — cos. A. 

441 Les moyens que nous avons employés pour déter- 
miner les signesT des sinus et des cosinus s'appliquent avec 
la même facilité aux tangentes et aux cotangentes. En effet 
les tangentes ont des positions analogues à celles des sinus 
par rapport à l'axe AI ; et les cotangentes ont des positions 
analogues à celles des cosinus par rapport à l'axe FV. 

De là les tangentes de tous les arcs AB , moindres que 
le quart AF de circonférence , sont positives ; et les tangentes 
de tous les arcs négatifs AS , moindres que le quart de 
circonférence AV , sont négatives. 

La tangente de l'arc positif AF6, plus grand qu'un quart 
de circonférence et moindre que la demi-circonférence , 
est^ négative et représentée par AT , tangente de l'arc né- 
gatif AK , qui est le supplément de l'arc AFé. 

La tangente d'un arc AFIL , plus grand que la demi- 
circonférence et moindre que les trois quarts de la circon?- 
férence , est AE , quantité positive , qui est la tangente 
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de l'arc positif AB, excès de Tare AFIL sur la demi-cir*^ 
conférence. 

La tangente d'un arc négatif AN , plus grand que le 
quart AV de circonférence , et moindre que la demi-cir- 
conférence^ est positive ; et la tangente de Tare négatif 
AVIi y plus grand que la demi-circonférence et moindre 
que les trois quarts de la circonférence , est négative. 

Ainsi des autres. Mêmes procédés et mêmes remarques 
pour les cotangentes. 

442* Quant aux sécantes et aux cosécantes , qui n'ont 
pas des positions fixes par rapport à nos deux axes AI, FV, 
la manière la plus courte et la plus commode d'en déter- 
miner les signes , est d'y faire servir ceux des sinus et des 
cosinus , quantités par le moyen desquelles les sécantes 
et les cosécantes peuvent toujours s'exprimer, comme on 
le verra dans le chapitre suivant. La même remarque est 
aussi applicable aux tangentes et cotangentes. 

443. Dans le calcul trigonométrique des angles et des 
côtés d'un triangle ; au Ueu d'employer immédiatement 
les arcs qui sont la mesure des angles , on emploie leurs 
sinus , cosinus , tangentes , etc. ; ce qui est plus simple et 
plus commode. Ainsi les règles que nous allons donner 
supposent que l'on connoisse en parties du rayon les valeurs 
des sinus , cosinus , etc. pour toutes sortes d'arcs. Nous 
commencerons donc par enseigner la manière de déter- 
miner ces lignes, et de dresser des tables de leurs valeurs 
et des logarithmes de ces mêmes valeurs ; ensuite nous 
expliquerons l'usage de ces tables. 
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Détermination des sinus, cosinus, tangentes , etc. 
par le moyen du rayon. 

444. Théorème I. Ije sinus d'un arc est la moitié dà'. 
la corde île l'arc double. 

Prolongez le sirnis BD de l'arc BA jusqu'à ce qu'il ren- 
contre la circonférence en K.. Les deux droites CA,BK, 
étant perpendiculaires entre elles , ie point D est le milieu 
de BK, et le point A est le milieu de l'arc BAK (87). DouC 
le sinus BD de l'arc AB est la moitié de la corde BK , qui< 
aoustend l'arc BAK double de l'arc AB. 

445. Corollaire. Donc , si l'on connoît la corde d'un arc j 
on aura le sinus de la moitié de cet arc en prenant la 
moitié de la corde. 

II y a plusieurs arcs dont on cormoît les cordes. Par 
exemple, la corde de 60 degrés est égale au rayon ; ainsi 
le sinus d'un arc de 3o degrés est la moitié du rayon- 
La corde de go degrés est égale à AGxi/3 ; ainsi lé 
,, . r j j ACx y/t AC 

sinos d un arc de 43 degrés est , ou — - , 

AC X o , 7071 1 à-peu-près en évaluant \/'z ea parties dé- 
cimales. 

446. Problème L Ftant donné le sinus BD d'un arc, 
trom'er son cosinus CD ; et réciproquement. 

Dans le triangle rectangle CDB , on a CCB3'^(BD)' 
-1-(CD)', ou (CD}'=(CB/ — (BD)*; et par conséquent; 
en tirant k racine quarrée, CD=:i/[(CB)' — (BD)'] ; c'est-t 
à-dire que le cosihus est la rai ine quarrée de l'excès dut- 
du rayon sur le quarré du, sinus. 

Kéciproquemeat le sinus est la racine tfuarrée de l'excès 



\ quarré 

L Kéci 
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du quarrè du rayon sur le quarré du cosinus , puisque BD 
= l/^[(CBr— (CD)']. 

Le rayon est toujours une quantité fixe et donnée ; et 
on voit que du sinus ou du cosinus ^ qui sont des quan- 
tités sujettes à varier ^. Tune étant donnée en parties du 
rayon ^ Fautre le sera également. 

447* Problème II. Etant donné le sinus BD , on le co^ 
sinus CD d'un arc AB , déterminer le sinus verse , la tan^ 
gente , la sécante , le cosinus verse , la cotangente , la 
cosécante. 

D'abord ronnoissant ou le sinus ou le cosinus , on aura , 
par le problème précédent , celle de ces deux lignes qui 
n'est pas donnée immédiatement. Ainsi nous les regardons 
l'une et l'autre comme connues. 

Le rayon étant toujours représenté par R , nons appelle- 
rons y pour abréger, x Tare AB ; et nous partagerons la 
solution en différents numéro relatifs aux différentes choses 
qu'il s'agit de trouver. 

I. 

En retranchant du rayon le cosinus CD , le reste sera 
la valeur du sinus verse AD. Ainsi , sin. vers. a;=R — 

COS. X. 

IL 

Les deux triangles rectangles semblables CDB , CAE , 
donnent CD : DB :; CA : AE ; ou cos. x : sin. x :; R : 

tang.jc= . Ainsi la tangente est quatrième pro^ 

portionnelle au cosinus y au sinus , et au rayon. 

IIL 

Les mêmes triangles donnent CD : CB :: CA : CE \ ou 

R* 
cos. a: : R :: R : séc. x = . Ainsi la sécante est troi-- 

COS. X 

sieme proportionnelle au cosinus et au rayon. 
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IV. 

Le cosinus verse FH est la différence du rayon et du 
sinus BD. Ainsi on a, cos. vers. x=zR — sin. or. 

V. 

Les triangles rectangles semblables CHB, CFG, donnent 
CH ou BD : BH ou CD :: CF : FG ; ou sin.o? : cos.;r :: R : 

R X COS. 3c , 
cet. X = — : . Ainsi la co tangente est quatrième pro-^ 

portionnelle au sinus , au cosinus , et au rayon. 

VL 

Les mêmes triangles semblables donnent ÇH : CB :: 

R* 
CF : CG ; ou sin. a: : R :; R : coséc. x =.—, . Ainsi 
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la cosécante est troisième proportionnelle au sinus et au 
rayon. 

'448. Corollaire, Les tangentes de deux arcs différents x 
owy , toujours pour le même rayon , sont entre elles en 
raison inverse des cotangentesdes mêmes arcs. Car, tang. x x 
cotang.a:=R*; et semblablement tang. ^ X cotang. j^=R\ 
Donc , tang. x . cotang. x = tang* y . cotang. y ; ce qui 
donne tang. x : tang.^ :: cotang j^ : cotang. x. 

449 • Problême II. Etant donnés les sinus BD, EF , de 
deux arcs AB , BE, (Fig. 241) , trouver le sinus et le co^^ 
sinus de la somme et de la différence de ces arcs. 

Prenez Tare BG égal à l'arc BE pour avoir Tare AG 
égal à la différence des deux arcs proposés ; des points E et 
G abaissez les perpendiculaires EL , GH , sur le rayon 
CA. Il est clair que EL est le sinus de la somme de nos 
deux arcs , GH le sinus de leur différence , CL le cosinus 
de la somme , CH le cosinus de la différence» La question 
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est donc de trouver les valeurs des quatre lignes EL , GH , 
CL ^ Cri* 

Du point F menez FM perpendiculaire à CA , et FI 
perpendiculaire à EL , ou parallèle à AC ; tirez de plus , 
par le point G , la droite GK parallèle à FI. Le point F 
étant le milieu de EG , le point I sera aussi le milieu de 
EK , à cause que les lignes EG , EK , sont coupées pro- 
portionnellement par les parallèles FI, GK. De méme^ 
le point M sera le milieu de HL, à cause que les lignes 
GE, HL, sont coupées proportionnellement par les paral- 
lèles FM , EL. 

Nommons R le rayon, y l'arc AB , z Tare BE. Cela posé , 
les triangles BDC, EIF, qui ont les côtés perpendiculaires 
chacun à chacun, et qui sont par conséquent semblables^ 
donnent ces deux proportions, 

CB (R) : CD (COS. j^) :: EF(sin. z) : £1= ^^''-^"°' ^ ^ 

CB (R) : BD (sin.j^) :: EF (sin. z) : FIzz: ""'^""'^ 

Les triangles semblables CBD^ CFM, donnent 
CB (K) : BD (sin. j^) :: CF (cos. z) : FM= ±:Z^^LI^ 

CB (R) : CD (cos.^) :: CF (cos.^) : CM= '^''Ç^''\ 

Donc ( à cause de EL=IL-4-EI=FM + EI ; de GH= 
KL=IL— IK=FM — El; de"CL = CM— FI; de CH= 
CM + MH=CM4-FI); on aura ces quatre équations: 

sin. y COS. z -f- C08. jr sin. z 

l. sm. (j-Hz) = g , 

sin. y COS. jz — cos. y sin. jb 

IL sm. (y—z) = ^ , 

cos.^ COS. z — sin. ^ sin. z 



III. COS. (y-i-z) = 

IV. COS. (y—z)= ^ 



R 
COS. y COS. z H- sin. y sin. z 



45o. Corollaire /. En ajoutant ensemble les équations 
ï et II ; les équations III et IV , et en retranchant l'équa- 
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tlon in de l'équâtion lY^ on formera ces trois autres 
équations y 

I. sm. (^-4--e) 4-8in. (>'--z)= ^ , 

-- , ^ . . 2 co«. y coi. z 
II. COS. (jr4.jg)4-C0S.(^— 2)= -^ , 

III. COS. {y — z) — COS. (j^-f-<e)= ^ . 

45 1. Corollaire IL Supposons que les deux arcs j^ et -z 
deviennent égaux; on aura j^ — 2 = 0, sin. (y — z)=;o , 
COS. Cy-— 2;)=R. Par conséquent les trois équations pré- 
cédentes deviendront , 

a sin. Y coi, y 
1. sin. 2y= 1^ ^, 

„ ri 2i(co«-^)* a(C08.y)*— R* 
II. COS. 2/ 4- 11= g , OU COS. 27= =^jr , 

„» « 2(sm.y)* R* — a(8in. r)' 
in. R — COS. 2yz=L g , ou COS. aj'zz: jâ . 

Comme y étant donné le sinus ou le cosinus , on déter- 
mine ( 446 ) ^^U^ ^^ ^^^ deux lignes qui n'est pas donnée 
immédiatement, nous voyons par ces nouvelles équations 
qu'étant donné le sinus ou le cosinus de l'arc simple , on 
connoîtra le sinus et le cosinus de Tare double. 

Réciproquement^ si l'on connoissoit le sinus ouïe cosinus 
de l'arc double , on connoîtroit aussi le sinus et le cosinus de 
l'arc simple ; car nos deux dernières équations donnent 

IV. COS. y=^\/ l — — -y 

^T • . /R'-Rcos.2/\ 
V. sm.yz=L)/\^ ^ ^j, 

452. Corollaire III. Reprenons l'hjrpothese générale de 
l'article 449 > ^^ l^s arcs^ et z sont quelconques. Puisqu'on 
a(447.ûMI,ni,V, VI), 
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COS. iy + z): sin. {y + z)::R: tang. (jr + z)— ^^^^J^ , 
C08. {y-^z) : R ;; R; sëc. (/ + z) =^ {jr-^z )' 

siu. Cr4-z):R::R:coséc. (/ + ij)= ,in.cy+;8) ' 

On aura [ en mettant pour sin. (jr-^z), cos. (y-hz), leure 
valeurs trouvées (449)] > 

R ( 8ïn. ^ COS. z H- co«. ^ sin. z) 
lang. ^^-t- ; co8.^cos.z — sin.^sin. 2 ^ 

R» 

^ ' COS. ^ COS. z — iin.j^sin. j2 ' 

R ( COS. y COS. z — stn. ^ sin. « ) 

COt. (y4-i5);=: : ; : . 

V / $in. ^ COS. z + COS. jr sin. z ' 

R' 

coséc. ( y -*- ^ ) = """^ ; ■• • 

^ v^ y sin.^cos. z-hcos.^ sin. z 

Ces quatre équations peuvent être écrites sous les formes 
suivantes , 

-. .«in. y «in. z^ 

R( ^H ) 

COS. y c«"8. z' 

tane. ( y 4- -z ) = '- : f 

o ^*f * sm y sm. z 

1 -. 

CoS.^ COS. Z 

1 , s R* X R" 

iéc.{y + z)= 



sm. y sin. z 

R COS. y COS. z • (1 . ) 

•^ ^ COS.^ COS.Z'' 

^ , «in. y «in. z ^ 

R (1 —. ) 

. ^ COS. y COS. z ' 

COt. (y-f-J2)= : = : > 

^*^ * sin. y sm. z 

H 

COS. / COS. z 

. , X R" X R' 

coséc. (r 4- g)= \ : 

H COS. y COS. z . ( 1 — — j 

• ^ COS. jr COS. z -^ 



Mettant dans ces nouvelles équations , pour 



sin. y 



COS. J' 

ï4 
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sa Talent ^^ ( 447 , n**. II ) , pour-^^Li ^ valeur 

■ R > pour ^^^ sa yaleur séc. y (44?^ ^^ HI) , pour 

R* 

-sa valeur sëc. z; elles deviendront. 

cot. z ' 

I. tan£. ( r 4- -3 )= — sr — =^ ^ — ^, 

.. » ^ ^ R •éc y séc s 
II. séc. (r4-x)= =^^ ~ — , 

m. cot. (r-f-z)= : ~^ — 2 

. , . aéc y séc. z 

IV. coséc. ( J + Z)= — 



taag. j^ 4- taog. z 

On trouvera semblablement ces quatre autres équation» / 

__ , . R* (tang. y— tang. js) 

y. tang. (^-z) = R.^^.^4, . 

*r» f r % Rséc y séc. « 

yi. sec. (r — z)= p^ ^ ^ > 

*rTT / N R*-htang.^tang.jK 

VII. cot. (y — 2) = --^-^ ' . 

-, . . , . «^ J' »éc. z 

ym. coséc. (V— 2)= =^— - — -• 

tT.^^ x' \^ / tang. ^ — tang. JK 

On voit , par ces équations , qu'ayant les tangentes des 
arcs y ^Xz y et par conséquent aussi leurs sécantes , attendu 
que séc. j == \/ [R' + ( tang. 7)'] , séc. z = \/\Y^ '\- 
(tang. 2)*] ; on aura les tangentes, sécantes, cotangentes, 
cosécantes de la somme et de la différence des mêmes 
arcs^ et z. 

453. Corollaire IF. Supposons comme dans l'article 
'451 , j^=z;lcs équations I, U, III, IV de Tarticle pré- 
cédent deviendront, 

2 R*. tang. jr 

l. tang. a^ = Rx_^^g.^^. , 
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III. cot. 2y=: 



L* — (teng.^) 
R* — (rang. ^)* 



^ R» — (teng.^)* 



> 



IV. coséc. 2^ = 



a tang. jr 



a tang.^ 



La première de ces équations sert à trouver la tangente 
de l'angle double^ lorsqu'on connoît la tangente de 'l'angle 
^ simple. 

La seconde , à trouver la sécante de l'angle double > 
lorsqu'cîn connoît la tangente de l'angle simple ^ , et par 
conséquent aussi sa sécante, qui est i/ [ R' 4- (tang. y y]. 

La troisième, à trouver la cotangente de l'angle double, 
lorsqu'on connoît la tangente de Tangle simple. 

La quatrième , à trouver la cosécante de l'angle double ^ 
lorisqu'on connoît la tangente de l'angle simple , et par con- 
séquent aussi sa sécante. 

454. Corollaire V* Si , connoîssant la tangente d'un 
angle , on demandoit la tangente de sa moitié ; ce pro- 
blème ponrroit se résoudre par Téquation I de l'article 
précédent. Car elle donne, 
[ R' — ( tang. yy ] tang. sj^ == 2 R" tang, y ; 

2 R* tang. y ^ 

ou (tang. yy^ -^^ = R- , 

d'où Ton tire , 
tang. y -=. • 



tang. njr 

La première valeur est la tangente de l'angle y , moitié 

de l'angle 2y ; la seconde est la tangente de Tangle — Î2^ 

ou 90^ — y f moitié du supplément de l'angle 2,y ) ce qui 
peut se démontrer ainsi directement. 

Soient (Fig. 242) ANZ l'arc 2j; AH sa tangente; Ctî sa 
sécante. Menez par le point Z la tangente ZV à la circon- 
férence , et du point de rencontre V des lignes ZV , AH , 
menez au centre G la droite YC ; prolongez HG , et par le 

14. 
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point G , OÙ cette ligne va rencontrer la circonférence , 
menez la tangente GK , qui rencontre en K le prolonge- 
ment de la tangente HA ; enfin du point K menez au centre 
C la droite KG. Il est clair qu'on aura 

CH = i/[R'4-(tang.arr]; 

HZ = v/ [ R- -f. (tang. ajr ]— R ; 

HG=: v/ [ R' -f- (tang. a/ )* ] -f- R. 
D'où résultent (à cause des trois triangles rectangles sem** 
Wables CAH, VZH, KGH)i 

^Y J-. — 

tang. %y ' 



tang. 0/ 

Or les deux arcs ZN , AN , sont égaux, puisque la droite 
VC , menée du point de concours V des deux tangentes ZV> 
AV, au centre C, partage l'angle ACZ en deux parties égales, 
ce qui donne AV = ZV ; et de même les deux arcs GX , AX , 
6ont égaux, puisque KG partage l'angle ACGen deux parties 
égales, ce qni donne AKs=GK. Ainsi des deux lignes AV, 
AK, lapremiei:e, qui est positive , exprime la tangente de 
Tare AN, moitié de l'arc ANZ C^j) î et la seconde , qui doit 
être prise négativement , exprime la tangente de l'arc AX , 
moitié de l'arc AXG lequel vaut i8o^— ay. 

455. Corollaire VI ^ Imaginons que des deux arcs ^ et jc , 
l'un z devienne successivement^ ^ 2/ , 3y , 4y ; 5y , etc. \ en 
sorte qu'on ait, 

jr-hz —y + ^ = Sjr, etc. 

On aura , par l'équation I de l'article 449 * 

sin. j^rrzsin.^, 

2 sîn. y COS. y 
Sm. ayrs-" ■ :i :l u— . 

n VP' ycos. ay- f- cos.^ sîn. ^y 

sm. oy — — 1^ ^ 



• 






R 






> 


cos 


y 


COS. 


17 — 


sîn. 


7 sin. 2^ 








R 






h 


C05 


-r 


COI 


.3r- 


■sîn 


r 


sîn. 3^ 








R 






^ 


COS. 
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COS. 


4r- 


' sin 


•jr 


sin. ^y- 



IV- PART. CHAP. IL 2&l3 

' sîn. y COS. 3;^ 4- COS. ^ sîn. 3^ 

ftin. 4y= jp- r— > 

^ sin. r COS. 4>' + COS. y sin. 47^ 

Sin. 5y= rr ^ , etc.. 

Et par Féquadon III du même article on aura 
COS. y=^ COS. y, 

(COS. j^)*— (sîn. ^)* 
COS. Zf : 

cos.3y= 
COS. 4^= 

COS. 5/= ï— g — ^> etCi 

D'où Ton voit que, connoîssant le sinus du premier arc-^ 
et par conséquent aussi son cosinus , on connokra le sinus et 
le cosinus de l'arc double ; que , par le moyen des sinus et 
cosinus de Tare simple et de Tare double , on connoîtra les 
sinus et cosinus de l'arc triple ; que, par le moyen des sinus ft 
cosinus de l'arc simple et de Tare triple > on connoîtra le& 
sinus et cosinus dé Tare quadruple ; ainsi de suite. 

Les sinus et cosinus étant trouvés , on connoîtra les tan- 
gentes, sécantes^ cotangentes, cosécantes. Ainsi, si l'on a 
une suite d'arcs qui forment une progression arithmétique 
croissante , dont la différence soit égale au premier arc , il 
suffira de connoître le sinus , et par conséquent aussi le co- 
sinus de cet arc primitif, pour parvenir à connoître le» 
sinus , cosinus, tangentes, sécantes , cotangentes, cosécantes, 
de tous les arcs dont il s'agit. 

456. Seholie général. Tels- sont les principes généraux qui 
servent à déterminer les sinus, cosinus, tangentes, etc. en 
parties du rayon. Il y a plusieurs manières de procéder dans 
ces calculs et d'en dresser des tables. Contentons-nous d'in- 
diquer l'un de ces moyens. 

En partant d'un arc dont on connoît le sinus , par exemple, 
de l'arc de 3o^ , dont le sinus est égal à la moitié du rayon, 
on troUye^a (461 ) le sinus de sa moitié i5^i de même par 
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le moyen da sinus de iS*^, on trouvera le sinus de sa moitié 
7^ 3o' ; par le moyen du sinus 7^ 3o' , on trouvera le sinus 
de sa moitié 5' 4^' ; ainsi de suite. En sorte qu'on aura les 
sinus de tous les arcs compris dans la progression géomé- 



5o® 3o° 3o« 3o 



*» 5o« 



trique décroissante 4r So*^ : : -7- : -j- : — z- - -5— : etc. 

Prenons dans qette progression un arc très petit , et ^ pour 
fixer les idées , supposons^ par exemple^ que ce petit arc soit 
1 '' . Conuoissant le sinus de cet arc , nous pourrons trouver 
(455) les sinus ^ cosinus^ tangentes ^ etc. de tous les arcs 
compris dans la progression arithmétique croissante -f- l '^ . 
a " . 3 " . 4 '' • 5 '' - , etc. ; progression qu'on peut continuer 
jusqu'à go^ , où répond le plus grand de tous les sinus , qui 
est le rayon. Il est donc évident qu'on aura en parties du 
rayon les sinus , cosinus, tangentes , etc. de tous les arcs de- 
puis i " jusqu'à go'^. 

Supposons , par exemple , que le rayon soit représenté 
par le nombre 1 00000, le sinus de zZ^ 3o' sera repré- 
senté par SgSyS ; sa tangente par 4^^^ l 3^ sécante par 
iogo44^ etc. 

Le rayon et les sinus , cosinus , tangentes, etc. , étant ainsi 
exprimés par des nombres qui se rapportent à une même 
unité, nous pourrons déterminer les logarithmes de ces nom- 
bres par les principes que j'ai expliqués dans le volume pré- 
cédent. Ainsi nous avons toutes les données nécessaires pour 
construire des tables qui contiennent les sinus , cosinus, tan- 
gentes , etc. avec les logarithmes qui leur correspondent. Il 
y a des moyens d'abréger considérablement dans la pratique 
les calculs de ces tables : mais nous n'expliquerons pas ici 
ces abréviations ; il nous suffit qu'on voie la possibilité de 
construire les tables dont il s'agit. 

Les premiers mathématiciens qui entreprirent de calculer 
ces sortes de tables supposèrent que le rayon étoît représenté 
pnr I t)Ooooooooo , c'est-à-dire par l'unité suivie de 10 zéros. 
Kii conséquence le logarithme du rayon avoit 10 pour carac- 
téristique ; mais dans la suite on a supprimé quelques zéros 
tlo \t\ vnleur du rayon, et on a néanmoins conservé toujours 
1(1 uu^ntf carAOtërisdque à son logarithme. Par exemple, dam 
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les tables que Bouguer a données dans soi^ Traité de Naifi- 
gation y le rayon est simplement exprimé par looooo^ et on 
lui attribue un logarithme quia lo pour caractéristique. Mais 
cela n'a aucun inconvénient , parceque les caractéristiques 
des logarithmes de tous les sinus ^ cosinus^ tangentes^ etc. y 
sont relatives à la caractéristique du logarithme du rayon ou 
sinus total. 

Dans la plupart des tables on ne trouve pas les sécantes et 
les cosécantes , ni leurs logarithmes. En effet ces lignes sont 
inutiles pour la résolution complète des triangles ; et nous 
allons la donner dans tous les cas qui peuvent se présenter ^ 
sans faire usage des sécantes et des cosécantes. 



^i^ 



CHAPITRE II L 
De la résolution des triangles rectilignes. 

457. JLa résolution trigonométrique des triangles consiste 
à trouver , comme nous Pavons déjà dit , parmi les six choses, 
trois côtés et trois angles ^ qui compo^sent un triangle y trois 
de ces choses^ lorsque l'on connoit les trois autres; d'où il 
faut néanmoins exclure , comme nous l'avons déjà dit (4^1), 
le cas où l'on connoîtroit seulement les trois angles^ qui 
demeure indéterminé , tous les triangles semblables d'une 
même espèce satisfaisant à la même condition. Or , au moyen 
des tables trigonométriques ^ on CQnnpît les angles , par les 
valeurs de leurs sii^us y cosinus y tangentes y etc. ; il s*ag}t donc 
d'abord d'établir en général les propositions qui font con-» 
noître les relations entre les côtés d'un triangle^ et les sinus ^ 
cosinus y tangentes y etc. de ses angles : ensuite nous ferons 
l'application de ces principes à tou^ les ca$ des tri^ipgles rec- 
tilignes. 

458. Théorème I. Hans tant triangle rectangle ABC 
(Fig. 243), rjiypolérmse kC, est à l'un des côtés AB, 



Sl6 GÉOMÉTRIK. 

comme le rayon est au sinus de l'angle G opposé au côté 
AB. 

Car , en supposant que CF représente le rayon , et abais- 
sant la perpendiculaire FE sur CB prolongé , les triangle* 
rectangles semblables ABC, FEC donnent AC : AB :: FG 
(R):F£(sin. C). 

459. Théorème II. Dans tout triangle . rectangle ABC , 
un cuté CB est à Vautre coté AB , comme le rayon est à la 
tangente de F angle opposé au second cdté. 

Car soit CF ou CH le rayon , HK la tangente de l'arc HF , 
ou de Fangle C dont cet arc est la mesure ; les triangles, 
rectangles semblables CBA, CHK donnent CB:BA :: 
CH(R):HK(tang. C). 

460. THéorême III. Dans tout triangle rectiligne ABC 
(Fig. 244 ) } ^^ sinus de deux angles sont entre eux , comme 
les côtés opposés à ces angles ; 6 est-à'-dire qu'on a , par 
exemple y sin. C : sin. B :: AB : AC. 

Qu'on prenne sur les côtés BA , CA , les parties égales BF, 
CH, pour représenter le rayon , et qu^on abaisse sur le troi- 
sième côté BC les perpendiculaires FE , HK , qui. seront les 
sinus des angles B et C ; qu'on mené de plus AD perpendi- 
culaire sur BC. Les triangles rectangles semblables BEF, 
BDA, et les deux triangles rectangles semblables CKH, 
CDA , donnent ces deux proportions ; 

FB(R) :AB ::FE(sin. B) : AD = ^^?-^~^^, 

HC(R) : AC :: HK(sin.C) : AD = ^^^'^'^ . 

Egalant entre elles les deux valeurs de AD , et supprimant 
le dénominateur commun R, on aura AB x sin- B=AC X 
sin. Ci d'où résulte, sin. C : sin. B ::. AB : AC. 

461. Théorème IV. Dans tout triangle rectiligne ABC 
(Fig. 245), la somme de deux côtés BC, BA, est à leur 
diffcrence^ comme la tangente de la fnoitié de la somme des 
deux angles A etC, opposés à ces côtés ^^ est à la tangente 
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de la moitié de la différence des mêmes angles ; c^estrà^-dire 
qu'en nommant , pour abréger , zp la somme des deux 
angles AetC,iiq leur différence , on a la proportion : 

BC-f-BA : BC — BA :: tang. p : tang. q. 
En effets ayant par hypothèse, A -f-C= 2/?, A — C=2^, 
on trouve, par addition et soustraction, A = /?-+• y, 
C = p — q. Donc (449)^ sin. A = sin. (/; -f- 9 ) = 

sîn. p, "cos. a -f- cos. p, sin. ç , ^ , , 

' R ^ *"*• G = ( sm. p — q) == 

sîn. p. co^. ^ — COS. p. sîn. ^ 

D'un autre côté , on a par l'article précédent, BC : BA ::; 
sin. A : sin. C; ce qui donne par la théorie des propor- 
tions , 

BC 4- BA : BC — BA :: sin. A -f- sin. B : sin. A— sin. C, 
Substituant dans les deux derniers termes de cette propor- 
tion, à la place de sin. A et sin. C , leurs valeurs , et effaçant 
ce qui se détruit, on trouvera 

BC + BA:BC-BA:: ^^^^-î^:i^^^iiîî^. 

COS. p coB-, q 

Mais (447, n • ^0 -l^TT" = ^^''g- P' ^^ COS. y = 
tang. q. Donc enfin 

A-f-C 
BC-f-BA :BC — BA :: tang. p : tang. q :: tang.—- : 

A— C 

tang. — . 

462. Corollaire. Donc, si, dans le triangle ABC, on con- 
noît les côtés BC , BA , et l'angle compris B , on pourra dé- 
terminer les angles A et C. Car , en retranchant l'angle B de 

180 degrés , valeur de la somme des trois angles du triangle , 

A-l-C 
on aura A 4- C , et par conséquent aussi ; ce qui donne 

A-l-C 
par les tables , tang. . Ainsi, dans la proportion pré- 

cédente , les trois premiers termes seront connus ; on aura 
donc aussi le quatrième , c'est - à -^ dire tang. — — 5 ce qui 
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donne par les tables , . Or . A = 1 , et 

^ A-f-C (A — C) _ 4 / t , 

C= . Donc on connoitra séparément les 

angles A et C. 

465. Théorème V. Dans tout triangle rectiligne , on a 
cette proportion : le produit de deux côtés est à la racine 
quarrée d* un produit de quatre dimensions , résultant de la 
multiplication de la demi^omme des trois côtés par les 
trois excès de cette demi^omme sur chacun des côtés y comme 
le double du rayon y est au sinus de t angle compris entre les 
deux côtes dont le produit compose le premier terme de la 
proportion. 

D'un angle A ^u trianele ACB (Fîg. S46 ^" M?)^ abais- 
sez la perpendiculaire AÔ sur le côté opposé BC , ou sur son 
prolongement. Le triangle rectangle AOC donnera (4^1^ , 
AC : AO :: R : éin. ACO; et par conséquent sin. ACO ou 

A OxR 
sin. ACB=;:— jg— . Or (189), la valeur de la perpendicu- 
laire AO est dans l'une et l'autre Figure , 
y/ [ (AB+CB-hAÇ). (AB^CB-^AC). (AB-f-AC^CB). (CB-f-AC— AB) }. 

aCB 
expression qui devient ("en faisant^ pour abréger, AB 4- 
BC -f- AG = 2S , et observant que AB + BC — AC=2S — 
âAC, AB -f- AC— BC = 2S — aBC, BC 4- AC— AB = 2S 
— aAB), 

aV [S. (S — AC). rS — BCmS — AB)] 

Substituons cette valeur de AO dans l'équation sin. ACB=s 
AOXR . .^r. 'aRXv/[S.(S-AC).(S-BC).(S~AB}J 
—^^y on aura sm. ACB= cTîScÂG ' 

d'où l'on tire la proportion qui forme l'énoncé du théorème. 

464. Remarque. Comme un angle aigu et son supplément 
ont le même sinus, on peut être incertain si l'expression 
qu'on vient de trouver est celle du sinus de l'wgle aigu ACB 
(Fig. 24G), ou de l'angle obtus ACB (Fig. 247). Mais on se 
tirera de cette incertitude en observant que si ua triangle est 
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dans le cas d'avoir un angle obtus ^ cet angle est nécessaire- 
ment (yS) celui qui est opposé au plus grand côté , et que 
les deux autres angles seront aigus (70}. De là résulte cette 
règle. Cherchez , par la formule précédente , les sinus des 
deux angles opposés aux deux plus petits côtés du triangle; 
ces deux angles sont aigus m Retranchez leur somme de 1 80^ : 
le reste sera V angle opposé cm plus grand côté , et cet angle 
sera aigu ou obtus , selon que le reste de la soustraction sera 
plus petit ou plus grand que 90 degrés. 

465. Scliolie général. D'après ces principes , nous allons 
présenter y dans un tableau succinct , la résolution des trian^ 
gles rectilignes pour tous lés cas possibles. La chose inconnue 
est toujours l'un des termes d'une proportion dont les trois 
autres sont connus ; et par conséquent oh la connoîtra éga- 
lement par U n$itiu:e des proportions. 
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Tab. I. Résolution des triangles rectangles (Fig. ^4^). 



CAS 



DONNEES 



L'hjrpotë- 
nuseACet 
les angles 



L'hypoté' 
Quse AC et 
un côté AB 



L'hypoté- 
nuse AG et 
un côté AB 



TROUVER 



Un côté 
AB 



SOLUTION. 



R:8În.C::AC:AB(458), 



Les angles 



Les angles 
et lin côté 
AB 



Les angles 
et un côté 
BC 



L'autre cô- 
té BG 



L'hypoté- 
nuse AG 



Les deux 
côtés AB 
etBG 



L' autre cô- 
té AB 



AC : AB :: R isin. G; 
A=9o^— G. 



Cherchez les angles par le 
second cas ; et ensuite le côté 
BG par le premier. 



SinG:R:: AB:AC. 



R : tang.G :: BG : AB(459). 



Les angles 



Les deux 
côtés AB 
etBG 



L'hypoté- 
nuse AG 



AB : BG :: R : tang. A ; 
G=90^— A. 



Cherchez les angles par le 
sixième cas, et ensuite l'hy- 
poténuse par le quatrième, i 
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Tab. IL RésoU des trUmgles ohUquangles (Fîg. 245). 



CAS 






( 



DONNEES 



Les angles 
C et B , et 
un côté AB 



Les deux 
côtés AB, 
AC^etFan- 
gle B op- 
posé à l'un 
d'eux 



Les deux 
côtés AB , 
AC^etl'an- 
gle B op- 
posé à AC 



TROXJVER 



SOLUTION. 



Chacun des 
autres cô- 
tés AC^BC 



Les angles 
G et A 



L'autre cô- 
té BG 



Les deux 
côtés BC y 
BA^etl'an- 
gle com- 
pris B 



Les deux 
côtés BC 
BA^etl'an- 
gle com- 
pris B 



Les angles 
A et G 



Les trois 
côtés 



L'autre cô- 
té AG 



Sin. G :sin. B :: AB : AC (460)5 
A = i8o^ — B— G. 
sin. G : sin. A^ : AB : BG. 



AG : AB :: sin. B : sin. G ; 
A=i8o^— B— G. 



Cherchez d'abord les angles 
(cas précédent) ; et alors vous 
aurez, sin. G : sin. A : : AB : BC 



BG 4- BA : BC — BA 



tang, 



A^C 



2 



: tane. 



A— C 



,(461). 



On connoîtra donc (462) Ce t B . 



Les angles 



Cherchez les angles par le cas 
précédent ; et ensuite cher- 
chez AC par le premier cas. 



Cherchez les angles par l'ar- 
ticle 463. 



li^'ii^'i i\\\\ 
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46G« Remarque I. Le â® et le 3* cas des triangles obli- 
quangles ont deux solutions^ qujind le c6té AC oppose à 
l'angle donné B est moindre que Tautre c6té donne AB 
(Fig. 248); car8Î,dupointA pour centre, on décrit Varc 
CxG', et qu'on tire AC on verra que l'angle ACB ou son 
égal AG ' G et le supplément AG' B de ce dernier, ayant le 
même sinus , les données sont les mêmes dsoçis les deux trian- 
gles ABG , ABG' , et que par conséquent ces deux triangles 
satisfont également l'un et l'autre aux conditions du problème. 
Mais lorsque l'angle connu est opposé au plus grand des deux^ 
côtés donnés , il n'y a point d'indétermination , et le pro- 
blème n'a qu'une seule solution ; car que l'angle donné soit 
obtus, droit , ou aigu, l'angle opposé au second côté connu, 
qui est supposé le plus petit , est nécessairement aigu ; par 
où Ton voit que les espèces des trois angles du triangle sont 
connues , et qu'ainsi on a tout ce qui est nécessaire pour dé- 
terminer immédiatement le seul triangle qui doit alors satis- 
faire aux conditions de la question. 

« 

467- Remarque //. Les cas 4 et 6 peuvent être résolus par 
les propriétés des triangles rectangles. Gar, 1^. si vous con- 
noissez les côtés BG , BA et l'angle compris B ( Fig. 246 et 
247 ) , vous aurez , en abaissant la perpendiculaire AO sur 
BG, un triangle rectangle BOA, dans lequel vous connoissez 
l'hypoténuse BA, l'angle aigu B, et par conséquent aussi 
Tautre angle aigu BAO. Ainsi , vous déterminerez BO 
et AO (458). Retranchant BO de BG , ou BG de BO, 
vous aurez un triangle rectangle GO A , dans lequel vous 
connoîtrez les côtés GO, AO, contigus à Fangle droit O , 
et par conséquent vous déterminerez l'angle G (459) ; ensuite 
l'hypoténuse AG (458). 

2!\ Si vous connoissez les trois côtés du triangle BAG, 
vous connoîtrez les segments BO , OG , déterminés par la 
perpendiculaire AO , par l'article aaS ; et vous aurez tout ce 
qui est nécessaire pour résoudre les deux triangles rectangles 
BOA, BOC; ce qui vous donnera les angles du triangle pro- 
posé. 

Quoique ces nouveaux moyens de résoudre les deux cas 
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proposés soient très faciles , les calculs qu ils exigent dans 
la pratique sont plus longs que ceux des moyens indiqués 
dans la table précédente , lesquels méritent par conséquent 
la préférence. 

468. Scholie. Les préceptes généraux que renferment les 
deux tables précédentes , s'appliquent facilement à tous les 
problèmes particuliers qui se présentent dans la pratique. 
Mais , pour abréger les calculs numériques autant qu'il est 
possible , au lieu d'opérer immédiatement sur les nombres 
qui expriment les côtés d'un triangle , et les sinus , cosinus , 
tangentes^ etc. de ses angles, on emploie les logarithmes 
de ces nombres ; ce qui change les multiplications et les divi* 
sions, en simples additions et soustractions. 

Application de la théorie précédente à quelques 

problêmes de pratique. 

469. Problême I. Trouç^er (Fîg. 249) la hauteur A3 
d'une tour. 

Je mesure sur le terrain , supposé horizontal , à partir du 
pied M de la tour, une distance arbitraire MN. Au point 
N je place un graphometre soutenu par son pied ON, et 
ayant dirigé le plan de cet instrument par l'axe de la tour, 
je mets le diamètre fixe GE dans une position horizontale 
au moyen d'un fil à plomb , qui doit pour cela répondre 
au point go'* du limbe de l'instrument. Ensuite je fais tour- 
ner le diamètre ou la règle mobile jusqu'à ce qu'on puisse 
appercevoir , à travers les pinnules ou la lunette dont cette 
règle est garnie , le sommet B de la tour. J'observe sur le 
limbe le nombre de degrés de l'arc GF qui mesure l'angle 
GOF , ou son opposé au sommet BOA. Par-là j'ai un triangle 
rectangle BAO , dans lequel je connois , outre l'angle droit 
A , le côté AO , qui est égal à la ligne mesurée MN , et l'an- 
gle AOB ; et je détermine AB par cette proportion, H : tang. O 

[:: A O : A B = ^ . Connoissant AB , si on lui 
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ajoute la hauteur ON ou AM de Finstrumeiit , on aura la 
hauteur entière MB de la tour. 

En opérant par logarithmes^ Téquation AB= ^^' , 

donnera log. AB = log.AOn- log. tang. O — log. R. 

Supposons ^ par exemple, MN ou AO = 64 toises , l'angle 
AOB = 38'' 5i ' : on aura , 

log. 64 . . . 

log- tang. SS"" 5i ' . 



somme 

log. R ... . 

Reste • 



= 1^8061800 
= 9,9060431 



=: 11^7122231 



= 10,0000000 



= 1^7122231 



Le nombre correspondant aulogarithme qui forme ce reste 
est 5i ***. Sp'. 5p*». , à-peu-près ; ce qui est la hauteur delà tour. 

4-0. Problème II. Déienniner (Fig. 25o) la hauteur 
^IB d'une iour^ ou de ioui autre objet dont le pied est inao 
cessible. 

Mesurez dans la plaine une base horizontale DE des ex- 
trëniîtês de laquelle vous puissiez appercevoir le sommet 
B de Tobjet proposé ; et , à l'aide du graphometre , dont le 
plan se dirige dans toutes les situations possibles , et dont je 
suppose que HD ou CE représente la hauteur , déterminez 
les angles CIIB , HCB , que la droite HC , parallèle et égale 
à la base DE , fait avec les rayons visuds HB, CB ; déter- 
minez de plus Tangle BHA , que fait le rayon visuel HB 
avec rhorizontale HA. Cela posé^ dans le triangle BHC 
on connoit le côté HC^ et les deux angles H et C^ et con- 
séquemment aussi Tangle B. Donc on aura HB par cette 
proportion , 

sin. B : sin. C :: HC :HB= "^/f"^^> 

Dans le triangle BHA , rectangle en A ^ on connoit^ outre 
Tangle droit A ^ Tangle H^ et rhypotènnis^^ HB* Ainsi on 
aura la hauteur AB par cette proportion > 
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R : sîn. H :: HB : AB= \ . 

i^joutant à AB la hauteur IID ou AM de rînstrument , 
on aura la hauteur entière MB de l'objet proposé. 

# 

471. Problème III. Déterminer la distance quil y a 
entre deux objets A e^ B (Fig. sSi), visibles et inacces^ 
sibtes. 

Mesurez sur le terrain une base MN , des extrémités dé 
laquelle vous puissiez appercevoîr les deux objets A etB> 
et marquez les extrémités de cette ligne par deux piquets 
M et N. A Taîde du grapliometre mesui:ez les^ angles AMN , 
ANM , BMN , BNM , que la base MN fait avec les rayons 
visuels MA, NA , MB , NB. Mesurez de plus Tangle AMB. 
Cela posé , dans le triangle AMN , on connoît le cAté MN 
et deux angles. Donc on pourra calculer AM(46o). De 
même , dans le triangle BMN , on connoît le côté MN et 
les deux angles M et N ; et conséquemment on pourra dé- ^ 
terminer MB. Maintenant on aura un triangle AMB, dan^' 
lequel on connoit les côtés MA, MB, et l'angle compi;i6 
AMB. Donc on pourra déterminer AB (46a et 460). 

473. Corollaire Par le moyen de ce problème , on peut 
mener un parallèle à la droite AB ; car , puisqu'on est par- 
venu à connoitre l'angle MAB , si par le point M l'oii 
tire la droite OMS , qui fnsse avec MA un angle AMO 
égal à l'angle MAB , cette droite sera parallèle à AB (65). 

« 

47S. Problème IV. Deiix points A et B (Fig. aSa)^ 
visibles ou non visibles Tun de l autre , étàtit donnés sur 
le terrain , trouyer un point quelconque C , qui soit dans 
r alignement des deux premiers , c* est-à-dire , qui soie 
placé sur la droite AB. 

Calculez le triangle MAB , domme dans le problème 
précédent ; et supposant que le point cherché C doive 
être placé dans la .direction MC, mesurez l'angle AMC. 
On aura par-là un triangle MAC , dans lequel on connoit 
le côté MA , qui a été calculé , les deux angles A et M , et 
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con&équemment aussi l'angle C. Donc on pourra calcu* 
1er MG (460). Portant donc dans la direction MC la lon- 
gueur qu'on aura trouvée pour MC , le point C sera placé 
dans râlignement AB. 

474. Remarque. Si on ne pouvdit pas aller directement 
de M en C , on mesureroit une base MN de l'extrémité N 
de laquelle on pût aller enC; de plus on . mesureroit l'an- 
gle CMN. Alors on auroit un triangle CMN, dans lequel 
on connoît le côté MC calculé , le côté MN mesuré , et 
l'angle CMN mesuré. Donc on pourroît déterminer (46a et 
460) le côté NC et l'angle MNC. Ainsi, menant une droite NC, 
qui fit avec NM un angle égal à l'angle calculé MNC, 
et portant sur cette ligne NC la longueur qu'on auroit 
trouvée pour NC , le point C seroit placé nécessaii^ment 
sur la droite AB, 

Ce problème peut servir à déterminer des points qui 
soient placés sur les prolongements des faces d'une cour-^ 
Une, d'un bastion y otc. 

475. Problème V. Connoissant les distances d*UTi point 
ùii l'on est, aux extrémités d'une ligne donnée , telle que 
la façade d^un bâtiment , déterminer Tanglç sous lequel on 
njoit cette ligne. 

La ligne donnée et les deux distances du spectateur à 
ses extrémités , forment un triangle dans lequel on est 
supposé connoître les trois côtés ; et par conséquent on 
pourra déterminer TiOngle deniandé , par le sixiemie cas de la 
table II • de T article /SS., . 

t 

.476. Problème VI. Les trcxis çôtéè AU ^ AC^ BC (Fig. ^55)^ 
du triangle donné ABC , étant 'vus d'jtn point U , sous 
les angles connus ADB , ARC , BDC , . iroùyer Ja posi^ 
tion du point D , c^est^àrdirè , les angles et les ccités du 
triangle ADG. 

Imaginons qu'au triangle DA)S soît clrconsùrît un cercle , 
et qu'au triangle DBC soit circpnscrît vsx âùtfç 'cercle qui 
coupe le premier au point cKerché D/ èoîeht menés les 
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diamètres BO , BM , et les cordes AO , CM. Cela posé , 
Tangle AOB étant égal à l'angle donné ADB (lo*^)^ et de 
Hiénie Fangle BMC étant égal à Tangle donné fipC; dans 
le triangle rectangle BAO , on cônnoît , outre l'angle droit A , 
le côté BA, l'angle BOA, et conséquemment aussi l'angle 
OBA; piaillement, dans le triangle rectangle BCM , on 
cpnnoît , jûutre l'angle droit C, le .côté BG, l'angle BMC, 
et conâéquemment aussi l'angle CBM. Donc on pourra dé- 
.tenninier(458et459) les diaipetres BO, BM, et par con- 
séqujent aussi les rayons BK.;, BJï- 

, Ku retranchant de Tangle couqu ABC Içs deux angles 
connus ABO , CBM, restera l'angle connu OBM: Joignez 
les centres K e^ H par la droite KH, qui sera évidemment 
j)erpendiculaire à la corde. PD> piiisque cliacun des deux 
points K et H est égalemçAt éloigné des points B et D. 
Dans le triangle BKH on cpnnoîtra les oôtés BK , BH , 
pt l'angle KBH qu'ils compronii^ezit. Dpnç on pourra dé- 
terminer (462) les angles K et H. 

L'aflglf» K étant connu ^ on connoîtra aus^i son complé- 
ment RBP. Ajoutant i.cs^ej:q}Qx ^nglç l'angle connu ABO, 
on aura l'angle connu ABD. Donc , dans le triangle ABD , 
an^cûnnoîr k côté AB ejt iej deux angles P et JB , et par 
conséquent aussi le troisième angle A. ■ Ainsi on pourra 
déterminer APT(46o). On déterminera seciblablement DC. 
La position du point D est donc fixée , puisqu'on connoît 
les trois côtés du triangle . ADC ^ et. gu'oij a le moyen de 
déterminer ses angles (463). 

477. Remarque I. Si on vouloit se contenter de ré- 
soudre ce problème par une simple opération graphique, 
voici à quoi se réduit cette opération. Elevez par le point 
A une perpendiculaire AO à. la droite BA ; par le point 
B menez la droite BO , qui fasse avec BA un angle égal 
au complément de l'angle donné ADB ; divisez BO en deux 
parties égales au. point K ^ de ce poîut comme centre, 
avec le jrayon KB , décrivez ua cçriqle. De même élevez 
CM perpjçndicjLiiair-e à BC; faites l'angle CBM égal au 

.€ompl^èpt de l'angle dojoné BDÇ ; diyi&ez BM en 4^ 

■ ■ ' i5. ■ ■ 
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parties égales au point H ; et de ce point comme centre , 
avec le rayon HB , décrivez un second cercle. Le point 
D^ où les circonférences des deUx cercles se couperont^ 
sera le point demandé. 

478. Remûrque II. Il y a un cas où le problème pré- 
cédeut est indéterminé ; c'est celui où les quatre pointsA , 
B , C, D (Fig. a54), sont placés sur une même circonfé- 
rence de cercle ; car tous les points D , placés sur l'arc 
ADC , satisfont également é(Ux conditions du problème ^ 
qui est par conséquent alors susceptible d'ime infinité de 
solutions. 

Le caractère auquel oti çonnoîtra que les quatre points 
'A,B,G^D, sont placés sur une même circonférence , 
ou que le point D est placé sur la circonférence de cercle 
qui passe par les trois points A , B^ G, est l'égalité de 
l'angle ADB avec l'angle BCA , ou de Tangle BDC avec 
Tangle BAC. Si cette égalité n*a pas lieu , le point D sera 
placé hors de la circonférence dont on vient de parler , 
et le problème n'aura qu'une seule solution. 



tmm^^^tÊi^mmÊmmmmÊmmmmmimÊÊmmmmmmmmÊmmmmÊm^^témmm^m 



SECTION II. 
De la trigonométrie sphériâue» 



CHAPITRE PREMIER. ' ' 
Notions préliminaires. 

479. Un triangle sphérique ^st, comme on l'a déjà dit 
(SgS), l'espace coïnpris sur la surface d'une sphère donnée, 
entre les arcs de trois grande cercles , qtiî^se coupent. Et il 
faut se rappeler que la mesure de chaqtié angle est la même 
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(jue celle de l'angle formé par les plans des deux grands 
cercles entre lesquels cet angle est compris, ou que celle de 
l'aiigle rectilîgne formé par deux perpendiculaires tneiiëes 
dans ces plans à un même point (le leur section comnuiue. 

480. La trigonométrie spheriqup a pour objet la résolu- 
tion de ces triangles, c'est-à-dire la détermination de trois 
des six choses (trois côtes et trois angles) qiu composent un 
triangle sphérique , lorscpie les trois autres sont données : 
problème général de môme nature que celui de la résolution 
des triangles rectilignes , et sur lequel nous ferons d'abord 
une remarque pour le cas où les trois choses données sont 
lestrois angles du triangle, comme nous avons fait dans la 
même hypothèse , par rapport aux triangles rectilignes. 

481. Dans ces derniers triangles, lorsque l'on connoît 
seulement les trois angles , on ne pent déterminer (4^^ ) que 
les rapports des côtés , et non pas leurs gi'andeurs absolues ; 
miiih , d'après ces mêmes rappoits, si l'on se donne l'un des 
côtés, on connoîtra aussi les grandeurs absulnes lies deux 
autres , c'est-à-dire les valeurs de ces côtés , exprimées en 
unités de même espèce que celles du côté donné : dans un 
triangle sphérique, la connoîssance des trob angles suffit 
pour déterminer les trois côtés , c'est-à-dire leS nombres de 
degrés de ces côtés , comme ou le verra ci-dessous ; ensuite, 
étant donné le raytm de la sphère , sur la surface de laquelle 
est tracé le triangle , on coimoîtra les grandeurs absolues de 
ses côtés (j3g), puisqu ayant le rayon du cercle et le 
nombre de degrés de l'arc , on a la longueur de l'arc. 

482. Toutes les notions qu'on a données dans la section 
précédente sur la natiue des angles, sinus , cosinus, tangen- 
tes, cotangentes, etc. s'appliquent également à laitrigono- 
métrie sphérique. Je suppose donc qu'on se les rappelle ; et 
je me borne à ajouter ici quelques nouvelles explications, 
spécialement relatives à la résolution des triangles sphériques. 



483. On entend par les pôles d'un grand cercle de 



k. 



t 
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Sphère les extrémités du diamètre jjex*péndîciilaire au plan 
de ce cercle. D*où Ton voit que chaque pôle est distant de 
go degrés, de tous les points de la cîrconféreîlce du cercle 
auquel il se rapporte. 
I 

484 Corollaire I. Lorsque les pôles de deux grands cercles 
sont éloigaés l'un de l'autre de 90 degrés , ces cercles sont 
perpeiKlicuJyires entre eux , puisque l'un passe par une ligne 
perpendiculaire à Tautie. Et réciproquement quand deu!it 
grands, cercles sont perpendiculaires entre eux^ l'un passe 
par les pôles de l'autre. 

485. CorolUnra IL Si de l'angle A(Fig. ^55) d*tm triangle 
sphérique ABC, comme pôle, on décrit un arcEF de grand 
€?ercle entre les c6tés AB, AC, prolongés s'il est nécessaire , 
cet arc EF sei-a la mesure de l'angle A ; car si des points E et 
F , on mené au centre O de la sphère , les rayons EO , FO , 
il seront évidemment perpendiculatres à la section commune 
AO des deux cercles auxquels les arcs AB, AC appar- 
tiennent ; et par conséquent Tare EF , qui est la mesure 
de Tangle rectiligne EOF, sera aussi la mesure (3 14) ^® 
l'angle plan formé par les deux cercles , ou de l'angle sphé- 
rique A. . 

486. CoroUaire HT. Si des points B et D (Fig. 22i56) dis- 
tants l'un de l'autre de go degrés, comme pôles, on décrit 
deux arcs DF , BF , qui se coupent en F , à angles droits ; 
qu'ensuite , par les deux mêmes points B etD ^ on fasse passer 
les art s BE , DA , qui se coupent en C : on aura deux trian- 
gles sphériques BAC, DEC, dans lesquels les arcs BC, 
CE sont compléments l'un de l'autre , lek arcs AC , CD sont 
compiëriî^h» Ttin d*! l'autre, et les angles B et D sont com-^ 
pléments de^ côtés DE^ BA, ces angles ayant pour mesures 
les ^rc^ EFl, AF. 

• J*âppélleraî l'un des triangles BAC, DEC> triëfigle cofnr 
plémentalf psgr rapport, à l'autre. 
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AVERTISSEMENT GÉNÉRAL. 

f 

Comme dans ces matières on ne sauroit trop simplifier le 
discours et les symboles, je désignerai (lorsque, cela pourra 
se faire sans obscurité et sans équivoque ) , im angle splié* 
rique par la lettre écrite à sou sommet ; je désignerai aussi 
chaque côté par ime simple lettre écrite vers son milieu , 
comme on le voit (Fîg. 257 et aSS). Lorsqu'il s'agira de 
triangles rectangles , on se souviendra que des trois lettres 
employées à désigner le triangle , celle qui répond à l'angle 
droit (comme angle unique ou comme angle principal) oc- 
cupe le milieu dans l'ordre d'énonciation , et que le côté 
opposé à l'angle droit s'appelle hypoténuse. 



CHAPITRE IL 
Résolution des triangles sphériqu^s^ 

487. Théorème L jL)ans /oi/^ triangle rectangle sphérique 
BAC (Fig. 2^57), le rayon est au sinus de V angle C, comme 
le sinus de F hypoténuse BC, est au sinus du côté AB opposé 
à r angle C ; c'est-à-dire qu^ùn a la proportion , ft : sin, C :: 
sin. b : sin. a. 

Soit O le centre de la sphère. Du point C , comme pôle j 
décrivez l'arc de grand cercle FE , entre les côtés CA , CB, 
prolongés ; et menez les rayons OC , OA /OB , OF , OE. Les 
deux rayons EO , FO , sont perpendiculaires l'un et l'autre 
au même point O dû rayon OC^ et par conséquent l'arc EF. 
est la mesure de l'angle sphérique C. Menez les sinus EH , 
BI des arcs EF , BA : ces sinus sont perpendiculaires au 
même plan OFC ; et si par BI on fait passer un plan perpen- 
diculaire à OC , les intersections BK , Kl de ce plan avec le» 
plans OëC^ OFC^ serom parallèles re^ipectivement aus 
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rayons OE , OF. D'où il suit que les deux triangle^ rectangles 
OHE , KIB seront semblables , et donneront , OE : EH :: 
BK : KJ ; ce qui est la proportion du théorème. 

488. Corollaire, Dans un triangle sphërîque quelconque 
BAC (Fig. 258), les sinus des angles sont entre eux comme 
les sinus des côtés opposes. Car si de l'un C des angles on 
mené Tare CD perpendiculaire sur le côté opposé BA , ou 
sur son prolongement , les deux triangles rectangles sphéri- 
ques ADÇ, BDC, donneront, R : sin. A :r sin. c : sin. d=z 

sin. A. sin. c -n • t^ *• » • » **'>• B* 8*"' ^ 

=- ; et n : sm. n :; sin. s l sin. «=:: zz . 

Egalant entre elles ces deux valeurs de sin. d , et supprimant 
le dénominateur commun R,. on aura sin. Asin..c = 
sin. B sin. b ; d'où l'on tire , sin. A : sin.' B :: sin. b : sin. c. 

489. Théorème II. Dans cçul triangle rectangle sphérique 
BAC (Fig. 267), le rayon est au cosinus d'un angle G , 
comme la tangente de V hypoténuse BC, esta la tangente du 
cCté AC adjacent à V angle C j t^est-à^dire qu'on a la pro^ 
portion^ R : cos. C :: tang. b : tang. c. 

Faites d'abord la même construction que pour le théorème 
précédent ; puis menez les tangentes CL , CM des arcs CA , 
CB , lesquelles seront respectivement parallèles aux rayons 
OF, OE; par ces tangentes faîtes passer le plan CML ; il 
coupera le plan OBA prolongé , suivant la droite ML per- 
pendiculaire au plan OCF , ou parallèle au sinus EH. Ainsi 
les deux triangles rectangles OHE, CLM, seront semblables , 
et donneront , OE ; OH : : CM : CL ; ce qui çst la propor-» 
tion du théorème. 
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490. Corollaire» Dans d'eux jriangles rectangles sphériques 

ADC, BDC (Fig. ^58), qui ont un côté commun CD, les 

cosinus des angles ACD , BCD adjacents à ce côt^, sont entre 

eux en raison inverse des tangehtesdes hypoténuses. Car R : 

A j-iT-k A /-i ^T-v C08. ACD. tang. AC 

C08. ACD :: tang. AC : tang. CD = — -^ — ^ i ■■ ■ > etR; 
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^ ^^ -.^ COS. BCD. tang. BC ^ 

COS. BCD : : tang. BC : tang, CD == g— ^7 — • Donc 

COS. ACD. tang AG cos. BCD. tang. BC , - 

— . — S ;::::: — — S — - • ce qui donne 

COS. ACD : COS. BCD :: tang. BC : tang. AC. 

491. Thëorême III. Dans touc triangle sphérique reo 
tangle , le rayon est au cosinus d'un côté y comme le cosinus 
de f autre côté est au cosinus de V hypoténuse. 

Soit le. triangle sphérique rectangle BAC (Fîg. ^56) : du 
point B, comme pôle, décrivez Tare FED, Les deux arc» 
FED , ACD , étant Fun et l'autre perpendiculaires à Tare 
BAF , se coupent en un point D , qui est distant de 90 de- 
grés, des points B, A, F, et le triangle rectangle DEC est 
(486) le triangle complémental du triangle rectangle proposé 
BAC. Or, dans le triangle rectangle DEC , onaR : sin. D ::• 
sin. DC : sin. EC -, mais l'angle D est le complément de BA ; 
DC est le complément de CA ; EC est le complément deBC ; 
donc R : cos. AB :: cos. AC : cos. CB. 

49s. Corollaire. Si deux triangles sphériques rectangles 
ADC, BDC (Fig. a58) ontle côté commiui CD , les cosinus 
des bases AD , BD , seront entre eux comme les cosinus des 
hypoténuses AC, BC. Car on a,, cos. AD : R :: cos. AC : 

cos. CD=:— ^: — t-pr- j et cos. BD : R :: cos.BC :cos.CD = 

R. COS. BG - R. COS. AC R. cos.BC . , 



COS..BD ^ COS. AD cos. BD 

cos. AD : cos. BD ;: cos. AC : cos. BC. 

493. Théorème IV. Dans tout triangle rectangle sphê-* 
rique BAC (Fig. aSô) , le rayon est au sinus de l'un C des 
angles C e^ B , comme le cosinus du côté CA adjacent à cet 
angle , est au cosinus de l'angle B opposé au côté AC. 

Car , en faisant la même construction que dans le théorème 
précédent, le triangle rectangle complémental DEC donne 
(487), R : sin, C :: .sin. DC : sin. DE. Or, l'angle DCE est 
égal à son opposé au soïnmet BGA ; DC est le complet 
de*_CA ; DE est le complément de EF mesure de l'angl 
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Donc^ en rapportant la proportion au triangle rectangle 
proposé BAG^ on a R : sin. G :: cos. ÂG : cos. B. 

494» Corollaire. Dans les deux/ triangles rectangles sphé- 
riques ADC,BDG (Fig. 258), qui ont le côté commun DC, 
les siuus-des angles AÇX) , BCD , sont entre eux, comme les 
cosinus des angles A et B. Car sin. ACD : R :: ces. A: 

R. COS. A - <. ^ 

cos. CD:=: .' .' ^ ; etsin.BGD :R:' cos.B': cos.GD= 

sin. ACD 
R. COS. B ^ ïl. roft. A R. cos. B - . - 

■■: — S7T7* Donc -: — 77777 = -; — lô^nK î cc qui oonue 

tin. BCD ftin. ACD sin. BCD ' ^ 

sin. ACD : sin. BCD :: cos. A : cos. B. 

495. Thëoréme V. Dans tout triangle sphérique reotang^ 
BAC ( Fig. ^56 ) , le rayon est au sinus de [un AB des côtés , 
comme la tangente de V angle B , adjacente à ce côté , est à 
la tangente du côté CA opposé à V angle B. 

Car le triangle rectangle complëmental DEC donne (489) , 
R ; cos. D : : tang. DC : tang. DE. Donc, en rapportant cette 
proportion au triangle proposé BAC , on aura R : sin. AB :: 
cotang. AC : cotang. B. Mais cotang. AG rcotang. B:: 
tang. B : tang. AC (448). Donc R : sîn. AB :: tang. B : 
tang. AC. 

496* Corollaire. Dans deux triangles rectangles sphëriques 
ADC , BDC (Fig. 268) , qui ont un côté commun CD , les sinus 
des bases AD , BD , sont entre eux en raison inverse dés tan- 
gentes des angles A et B . Car R : sin. AD : . tang. A ; tang. CD = 

ôin. AD. tane. A ^ . ^^ _, ^ ^ 

j^ ■• ; et R : sm. BD :: tang. B ; tang. CD = 

sin. BD. tang. B _ sîn. AD. tanè. A sin. BD. tang. B 

r^ . Donc ^ = -^ ; ce qui 

donne sin. AD l sin. BD :: tang. B : tang. A. 

497. Théorème VI. Dans tout triangle rectangle spkè^ 
riçue BAC (Fig. ^56), le rayon est au casinus de Vhypoïè' 
nuse y comme la tangente de Vun des angles G oz/ B est à là 
cotangente de l'autre. 
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Ea régardant d'abord le triangle complémental DEC , 
tomme le triangle principal, on a (495), R • sin. CE :: 
iatïg. DCE ; tang. DE : proportion qui étant ensuite rap- 
portée aii triangle proposé BAC> se convertit en celle-ci, 
R : COS. BC :: tang» G : cotang. B. 

498. Lemme. Si Von représente par A.et'R deux a^cs 
inégaux , on aura ces proportiojt'ê : 

, A+B A— B _ 

L Sin. A -h sin. B : asm. :: cos. :ï\, 

A4-B A~B „ 

IL Cos. A H- COS. B : «cos. -^-"-^ :: cos^ : n , 

o A T^ . -A— B A-hB _ 
III. Sin. A — sm. B : asm. :: cos. : R, 

ÎV. Cos. B — COS. A : asin. :: sin. : R , 

2, a 
V.Sin. A+siri. B:sin.A — sin.B :: tang. ttaiig. , 

A i_"D A Tk 

yi. Cos.A-hcos. B:cos.B — cos. A::cot. :tang. . 

Soient (Fig. aSg) , ACLKA. le quart de cercle décrit 
dû centre C ; AB et AD les deux arcs proposés ; partagez 
leur différence DEB en deux parties égales au point E, 
par le rayon CE qui sera perpendiculaire à la corde BD ; 
prolongez de part et d'autre cette corde jusqu'à la ren- 
contre des rayons CA, CL prolongés; menez, parle point E, 
la tangente KEI , qui rencontre en I et K les prolonge- 
ments des mêmes rayons; tirez des points B,E,F,D, 
les perpendiculaires BN, EH , FG, DO, sur le rayon CA; 
et des points F , D , les parallèles FR , DP au même rayon ; 
enfin , prolongez le rayon CB jnsqu'à la rencontre de la 
tangente KL 

Ij'arc EB étant la demi-dififérence des deux arcs AB , 

AD, c'est-à-dire, de A et B , on a EB= D'un 

autre côté , à cause de EB=ED) les trois arcs ADB , 
ADE, AD, forment une proportion arithmétique continue ; 

A-f-ÏJ 

donc ADE = — - — '. Semblablement , à cause de-BF=FD , 

2 ^ 
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les droites BN, FG, DQ , formeiit une proportion arithmé- 
tique continue y et les droites CN , CG , CO forment une 
proportion aritlimétique continue ; donc aFG=BN-f-DO 
=:8in. A-^sin. B ; et aCG=CN4-CO= cos. A-hcos. B. 

De plus on a, EP = sin. A — sin..fi ; DP ou ON=cos, B 

. ___ . A H- B' _,__ A H- B _ _ 

— cos. A; rJH.=sm. — : CH=cos. ^ ; BF = 

sm. ; CF=cos. ; EI=tang. \ EM = 

A— B . A-f- B 

tang. ; EK •=. cotang. . 

Les deux triat.'gles semblables CFG , CEH donnent : 

FG:EH::CF:CE, ou I. aFGisEH :: CF ;GE; 

CG:CH::CF:CÈ, ou IL aCG :âCH :: CF :CE. 

Les deux triangles semblables BPD , CHE donnent ; 

BP : BD :: CH : CE, ou III. BP : aBF :: CH : CE ; 

DP : BD :: EH : CE , ou IV. DP : 2BF :: EH :CE. 

Les triangles semblables VGF , FSB , et la propriété 
des parallèles , doiment FG : BS :: FV : BF :: El : EM ; 
donc 

V. 2FG : sBS ou BP :: El : EM. 

Enfin les triangles semblables ZRF /BSF, et les parallèles 
FZ , EK, donnent , FR ou CG : FS :: FZ : FB :: EK : 
EM ; donc 

VL âCG : 3FS ou DP :: EK :EM. 

Or , ces six proportions, traduites en valeurs trigono- 
métriques , reviennent à celles qui forment l'énoncé du 
lemme. 

Toutes ces proportions ne nous seront pas utiles pour 
la suite ; mais comme ell<'S se démontrent toutes par la 
même Figure , et qu'elles sont curieuses d'ailleurs , j'ai cru 
devoir les donner ensemble. 

499. Théorème VU. Dans un triq^ngla sphérique quel- 
conque BCA (Fig, û58), la co tangente de la demi-sommG 
des angles A e^ B , à la base , est à ta tangente de leur 
demi différence y comme la tangente delà moitié de [angle 
du sommet C , est à la tangente de V angle que forme 



/ 
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tare CD perpendiculaire à la base , ai^cc Para CE gui 
dii^ise en deux parties égales V angle C. 

Car on a (494)^ ^^s. B : cos. A •: sin. BCD : sîn, ACD { 
d'où Ton tire par la théorie des proportions , cos. B -4- 
cos. A : cos. B — cos. A :: sin. BCD-f-sin. ACD : sin, BCÈ) 

— sin. ACD. Or, par le lemme précédent , cotang. — .' 

A B xfc A -r» 

tang. • — ' :: cos. B -+- cos. A : cos. B — cos. A •:; 

B C A •' 
sîn. BCD -^ sin. ACD : sia. BCD — ^^in. ACD : : tang. ^*- : 



tang. DCE- 

5oo. Théorème VIII. tians Un triante sphMijue ijuel^ 
conque BCA , le cosinus de l'un A des angles , est égal à 
la dlffôrcnce, qui existe entre le pYoduit du quarté dit 
rayon par le cosinus du d'ié opposé BC, et Ij produit du 
rdy-jn par les cosinus des deux côtés adjacents Ali ^ AQ , 
dii^isée par le produit des sinus des deux mêmes àdt'ês-.; 

, ,. , . K^cos. BC— Rcos AB!côs. AC 
C est^a^dire ail on a y cos. A= •- , .. ■ .' ■-. — Tr^. — ^ ^ 

' ^ siii. AB sm. AG 

De Tangle C , abaissons Tare CD perpendiculaire sur AB| 
et nomrnons , pour abréger un peu , û, i, c, tes trois 
côtés AB y BC , AC ; f le segment AD ; et par conséquent 
a — /l'autre segment BD. 

Le triangle rectangle ADG donne (4%)^ Urcôs. A-i] 

cos A tnnjî. ^ ,.» . / /• 

tang. c : tang./= jjt— . Mais (44?)^ taxig.-j/h.53: 

■ r ' 

R sin. y* -. R sin. c ., .\..siit../. -Cos. A »ÎD,p • 

t:— , et tane. c = -. •• Ainsi — -f=^'-r^ ^ . ou 

CCS./ . ' o COS. c COS./ R cOs. c ' 

(A) Cos. A sin c c6â./*=^ R sin. /"cos. c. 

L'autre triangle rectangle BDC dpixne (49^), (îxs%. f\ 
cos. {a-^f) :: cos -c : cos. b; et par conséquent 'cos« f. 
cos. ^=cos. c COS. {a^-^f). Mais (449) cos. (a~/) =: 

COS. a cod. /* -+- MH. a tin. f -■ ■ ^ l,' .■ . 

— u- — y^^ — u ^ — ., X->onc COS. j COS. b = 

m 

cos. c COS. a COS. /'•4-C08/ c.fiin. a sin. f < ' • i .. y* . 

• I ■ ■i v> ; ce qui donne co6./=s 
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COS. c . êîn. a • sîn. f rt i * 11 /• 

; '■ — . ouDstituant cette valeur de cos. A, 

IV CQ8. if COS. C COS. a ^ . • •' ' 

dans réquation (A), divisant tout par sin. y cos. c, et 
dégageant cos. A , on trouvera 

. R* ros- ù — R COS. a coê. c 

(B) Cos. A = "^ : r-' rr--r: 

^ ^ sm. a 8IU. c 

Equation du théorème. 

56 1. Bemarque. Cette expressi^on de ços. A, considé?*éf 
aialytiquemcnt , est assez simple ; mais , dans les applications 
à la pratique , elle ne se prête pas bien cdmmodémeiit aiuc 
abréviations de calcul que les logarithmes fourniss^t , pan- 
cequ'elle est composée de deux termes qu'il faut calculer 
iséparément. Le théoré^ie £^vao1; va nous.cond^ire à }a eon- 
noissance de Tangle A , d'une aut^re manière plu? détournée , 
mais exempte de l'inconvénient que je viçns de remûrc][uer. 

5o3-. Théorème IX. Dans un triangle sphérique .^lielçgn- 
que BAO, le produit des sinus d&s cotés AB^ AC, gui 
comprennent V angle K y est au produit des sinus des deux 
excès de la demi-^somme de$ trois côtés du triangle , sur cha- 
cun des mêmes cotés AB., AC, comme le quarré du rayon 
est au quarré du sinus de la moitié de Vanfde A. 

Eu substituant dans l'équation (B).^ à la place de cos. A 



R»— 2( sin. J 

r — i4 (45l ), €?t 



A 



sa valeur . . , — -— M:i.(45i ), €1; dégageant 2 (sin. .^'> on 

R 2 

trouvera . • . .^' 

A R? (cos. <zros. c-l-sin. a sin. c) — R' cos. b 

sm. ) = ' — ■ ■ * : : . 

a ' ' sm. a sin.xL 

Mais (449) cos. ocps.«c4rsin..f?^sijçi. c=il cos. (ûr-^c). 

Ainsi, 

A R'(co8. (rt — c) — ^cos. ^) 

2 ( sm. — =y=n*- -T^ — . . ti' i \ — w /.. _. ' 

^ 2 ^ sif]..a8iii. c 

■■■'■• -•:•■ .^,'- . - :■". . 

Régardant a — c ^ comme un arq ^imple o^j en §>o,rte que 

COS. {a — c) — cos. J=cos. x — C(5S.*"ft : le numéro IV de 

l'article 498 nous donnera ici cos.. ^-fr* cos. h > 

;4 
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a sm. X *in» ' 

^ î— . Ainsi . on aura 

R . ; . 

j^ R' ( ain^ . ."^^ X «in» ' 

sin. — ) = r-^-r • 

"* siB.. a sm. c 

Ëlilninôns x ^et nous aurons 

A R* ^m. -^ .Xsm. M 

C« \a ' • . , 3S -.Ni' «a 
8"i- T") = — ^— . ^ • 

De là, en nommant S la défni-somme -^ — ^ des tro» 

cotes , et observant que = — x «=b — • a^ 

et que de même = S — c , pn obtiendra 

A R' sin. (S — <x) sîn. (S — c) / 

( Sin. ) := : : î 

^ 2. ^ 8in. a sm. c 

* Equation d'où résulte la proportion qui forme Ténoncé 
du théorême.- 

503. Corollaire /. Si le triangle BAC , ëtoît îsoscele , ou 
AB=AC, on auroit sin. c=sin* a, sin. (S — c) =23 
sin. (S — a ) ; et Tëquation précédente donneroit (en tirant 
la racine quarrée de chaque membre) ^ 

A R sin. (S — a) 

sm. = : . 

2 sm. a 

D'où résulte la proportion, sin, a : sin. (S — û) ::IV: 

. A ■ 

sm. * 

2 

504. Corollaire II. Supposons que les côtés du triangle sphé* 
rique quelconque BAC deviennent infiniment petits : la pro- 
portion générale du théorème a toujours lieu ; mais dans 
rhypothese actuelle , le triangle peut être considéré comme 
rectiligne ; chaque côté peut être pris pour son sinus ; l'ex- 
cès de la demi-somme des trois côtés sur im côté, peut étr^ 
pris pour le sinus de ce même excès. Ainsi, en appliquant 
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théorème aux triangles rectilignes , et considérant que les 
propriétés d'un triangle rectilîgne qui aies icÔtés infiniment 
petits^ sont les mêmes pour tm triangle rectiligne semblable, 
dont les côtés sont finis ; nous conclurons en général que, dans 
iout triangle rectiligne , le produit de deux, cotés qui corri^ 
prennent un angle , est au produit des deux excès de la 
demi-somme des trois câtés sur chacun des deux côtés prO'^ 
posés , comme le quarré du rayon est au quarré du sinus de 
la moitié de V angle qu'ils comprennent. 

De là résulte un nouveau moyen de trouver tel angle 
qu on voudra d'un triangle rectiligne dont on connoit les 
trois côtés. 
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Tab. I. RésoL d'un triangle rectangle sphériqueB AC(Fig.!i5'j), 



CAâ 



DONNEES 



L'hypoté- 
nuse BC, 
et l'angle B 



TROUVER 



Le côté op- 
posé AC 



3 



4 



Mêmes 
données 
que dans le 
cas précé- 
dent 



Mêmes 
donnée 



8 



L'hypoté- 
nuse BC 5 
et I^, côté 
BA 



Mêmes 
données 
que dansle 
cas précé- 
dent 



Mêmes 

données 



Le côté ad' 
jacent BA 



L'autre an- 
gleC 



SOLUTION. 



R : sin. B :: shi. BG : sin, ACl| 
(487)- ' 



R : COS. B ! : tang. BC : tangBA 

(489)- 



R- : COS. BC .:: tang. B :.| 
cotang. G (497). 



L' autre cô- 
té AC 



L'angle op- 
posée 



L'angle ad- 
jacent B 



Un côté 
B A ; et 
fangle ad- 
jacent B 



Mêmes 
données 
que dans le 
cas précé- 
dent 



L'autre cô- 
té AC 



L angle op- 
posé G 



Cos. BA : COS. BC :; R : ços. AC 

(490* ■ 



Sin. BC : sin. BA :: R :sin. G 

(487)- 



Tang. BC : tang. BA :: R; 
COS. B (489). 



R : sin. BÀ : : tai^ B : tang, AC 
(495). 



R : sin. B :: cos. BA : cos. C 

(493). 



iG 



\ 



û4^ 
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lO 



II 



12 



Mêmes L'hypotë- 
données nuse BG 



Un côté 
B A , et L'autre 
Tangleop- téAG 
posée 



CÔ' 



Mêmes 
données 
quedansie 
cas précé- 
dent 



L'angle ad- 
jacent B 



Cos. B : R : : tang. BA : tang. BC 
(489). 



Tang.G : tang. BA : : R : sîn. AC 

(495). 



Gos. BA : cos.C :: R : sin.B 

(493). 



Mêmes 
données 



Les deux 
côtés BA , 
AG 



14 



16 



16 



L'hypoté- 
nuse BC 



L'hypoté- 
nuse BG 



Mêmes 
données 
quedansie 
cas précé- 
dent 



Les deux 
angles B 
et G 

JL 



Mêmes 
données 
quedansie 
cas précé- 
dent 



Un angle 
tel que B 



Un côté 
tel que BA 



L'hjrpoté- 
nuse BC 



Sin. G : sin. BA :: R : sin BC 

(487). 



R : COS. BA : : cos. AC : cos. BC 

(490. 



Sin. BA : R :*: tang. AG • tang. B 
(495). 



Sîn. B : COS. G :: R : cos. BA 

(493).' 



Tang.B : cotang.C : : R : cos.BG 

(497)- 



^ah.n.iîé-ioi.ii'ti' 
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;AS DONNEES TROUVER 



Deiu cô- 
tés CA,CB, 

et l'angle 
Aopposéà 
" d'eux 



Mêmes 

données 
que dans II 
cas précé- 
dent 



Mêmes 
données 



igleB, 

opposé à 



Sin.CB:sm.CA::sin.A:sin.B 
(488). 



L'angle 



.baissez l'arc CD perpendi 
Idiresur AB , prolongé s'il le 
l'aut; alors {497) vous aurez la 
proport. :R:cos.AC;:taiig.A 
:cotang. ACD: ce qui donne 
l'angle ACD. Ensuite (4<»o) > 
tang.CB:tang.CA::cos.ÂCD 
: COS. BCD ; ce qui donne 
l'LingleBCD;doncrajjgleACB 
{>i)mnie ou diiléreuce des an- 
gles ACD , BCD) sera connu. 



et i'aiiL, 
compris A 



Mêmes 
données 



Deux an- 

gles A 
^ lC,etle( 
téadj'ac 



|AC 



R : COS. A:: tang. AC: tangAD 
(489) ; COS. AC : COS. BC - 
COS. AD : COS. BD (492). 



L'an des 
deu\ autres 
angles, pî 
exemple, B 



L'autre a 
gleB 



R:cos.A::tang.AC:tang.AD 

(489); ce<jui donne BD. En- 
suite (493) ; COS. AD : COS. BD 
::cos.AC:cos. BC. 



R : COS. A : : tang. AC : tang AD 
(489); sin. B~D:sin. AD 
tang. A:Ung.B(49G). 



R:cos.AC :: tang. A: cot.Tn 
ACD (497) î fe qiiidonnei'any. 
BCD. Ensuite (4,14) , sin. ACD 
:siii.BCD::cos.A:cos.B. 



A 



244 
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Mêmes 
. (loniiées 
que dans le 
cas précé- 
dent 



8 



Les deux 
angles A et 
B.etlecô-, , . 

té AC op-l?PP^*^ ^ 



L'un des 
deux autres 
côtés, par 
exemple , 
BG : 



R : COS. AC :: tang.À : cotang. 
A CD (497); ^^s. BCD : 
COS. ACD :: tang. AC : 
tang. BG(49o). 



Le côté BC 



J posé à l'un 
deux 



■ 



l'autre 



Sin. B : sin. A :: sin. AC: 
siû. BC(488). 



ïo 



11 



Mêmes 
données 
qtiedansle 
cas précé- 
dent 



Mêmes 
données 



,LecôtéadrL^'^°*-^ " ta4g.ÀC:tang AD 

iarent AÀ ^^89) 5 tang. B : tang. A :: 
jacent AU ^^^ j^ . ^j^ pjj ^^^g^ 



m 



Les' trois 
angles A , 
B,G 



L'autre an- 
gleC 



R : COS. AC : : tang. A : cotang. 
ACD(497) ; cos. A : cos. B : : 
sin. ACD isîn.BCD (494). 



Uncôt^, _^„ 
'. tane 
par exem- ^ 



pie , AC 



_, AH-B A^B 
Cotang. — : tang, 



Les trois 
côtés AB , 
AC,BC 



-^: tang. DCE (498); 

ce quî doone l'angle ACD. En- 
suite (497)^ t^g* A : cotang. 
ACD::R:coB.AC. 



Un angle , 
par exem- 
ple, A 



Sîn. AB xsin.AC : 

/ Afi-f-AG+BG 
s,n. (^ 

AB-f-A04-BC 



sin. (■ 



R* : r sin. — j (5o2). 



-Ab)x 



' ■ '■ U ' J". 



m 
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Observations sur les deux Tables précédentes. 

La chose inconnue, c'est-à-dire l'angle ou le côté qu'on 
cherche , et qui forme le quatrième terme de chaque analo- 
gie, peut quelquefois équivaloir indifféremment à un angle 
aigu ou à son supplément ; ce qui donne alors deux solutions. 
Pour voir en général ce que la chose inconnue peut être , 
on se rappellera qu'en nommant x un arc quelconque, 
mordre que 90", et par conséquent 180^' — x son supplé- 
ment: on a sin. (180*^ — a?)=: sin. oî; cos. (180"^ — x) 
=i= — COS. x; tang. ( 180^ — x) =: — tang. x; cotang. 
(180"^ — x)= — eptang..a7. De sorte qu'un angle aigu et 
son supplément ont le même sinus , tant pour la quantité 
que pour le signe ; et qu'ils ont le même cosinus , la même 
tangente, la même cotangiente , seulement pour là quantité , 
et non pour le signe. D'après ces principes, on voit, par 
exemple, que connoissant (Tab. I, Cas 12), .sin. C et 
sin. BA ; le quatrième terme sin. BC de la proportion pourra 
appartenir ou à un angle aigu ou à son supplément; de même 

(Tab. II, Cas 1 ) le quatrième terme de la proportion peut 
appartenir à un angle aigu ou à son supplément ; si ( Tab. I, 
Cas 7 ) , l'angle B est moindre que 90" , le côté AC sera 
moindre que 90^, et ^i B vaut >p1us de 90*^, le côté AC 
vaudra plus de 90^ ; etc. 
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DE UALGEBRE 

A LA GÉOMÉTRIE. 



CHAPITRE PREMIER. 

Principes généraux de l'application de l'Algèbre 
à la Géométrie. 

I. JjEs quantités qui fojit l'objet de la géométrie, c'est-à- 
' dire les lignes , les supeiÛcies et les solides , ont eutre elles 
des rapports qui peuvent être exprimés par des équations , 
sifiyant les règles que l'algèbre prescrit pour le calcul des 
grcindeurs en général. C'eit dans l'art de foiiner ce^ équa- 
tions que consiste l'application de l'aîgebre ou de l'analyse 
à la géométrie. 

a. On a pu remarquer dans le traité précédent, sur-tout 
dans lu trigonométrie , plusieurs propositions démontrées 
par des calculs fondés sur les propriétés des figures. Il n'est 
guère possible, en effet, de ne pas introduire, ménie dani 
la géométrie élémentaire, la méthode analytique, sans s( 
jeter souvent dans des raisonnements longs, abstraits, capa- 
bles de fatiguer ou même d'accabler raltenliou des commen- 
çants, qu'il est très essentiel de ménager. J'ai donc cru 
[ devoir puiser de temps en temps dans l'analyse un moyen 
I court et facile de découvrir et de présenter la vérité ; mais 
j'en ai fait un usage sobre , et seulement dans les occasiom 
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qui m'ont paru l'exiger. Ici je me propose de développer 
plus expressément Tart d'appliquer l'algèbre à la géométrie , 
et de mettre le lecteur sijr la voie d'approfondir cette bran- 
che intéressante de la; gépmëtrie moderne. ^ 

3. Quelle que soit l'espèce d'un problême, il faut, pour 
le résoudi e , examiucu- atteotivement 3^s coaditipus ^^ expri- 
mer ces coiidîtioifs par -djes iéquationsl, sgjns distinguer les 
quantités inconiiues d'avec celles qui sont données, et tirer 
de l'équation fivaiC la valeur de l'inconnue dont on a besoin. 
Les quantités qui entrent dans les problénres-de géométrie 
Oxit , les uiies par rapport aux autres, des propriétés primor- 
diales, qui soiit rQiÇ(neS) ou par la na^ce d^ la grandeur 
en générai , ou par les éléments de géométrie , et qui servent 
à lier ensemble par des équations, les propriétés caractéris- 
tiqfterlet^ itidividueitos de là' question qu'oft* vSut résoudre* 
Voici quelques unes .dé ces .propriétés' générales , dont nous' 
ferons un fréquent usage. 

' /J. Un tout est égal à \Ù somme de toutes si?s flaftîéâ. Ainsi] 
tôfs(juë ilans urLtout, cbmpoisé d'un certaih nombre dè'pàt^ 
tiés ,;6ti'àiira Texpression algébrique de cietdt^t et de;sés p^r-^ 
fîëé /'^Texception d'iîiië., oh aui^a Téxpïeséion de celle--ci ,' 
êtï 'rétfàriciiânt de ht vâtëitr dti tout la sromme'des valeurs dei 
pâitîes doïit on a les expressions particulières. 

Dans toute proportion géométrique, le produit des ex- 
trêmes est égal au produit îdes moyens. Ainsi j» lorsqu'on a 
les expressions de trois termes , on a au^si Cjeîle tle l'extrême 
inconnu, ou du moyen inconnu, en divisant le produit des 
iiioyens par rextrêiae connu, ou le.pf oduit des extr^m^s 
par le moyen connu. : / - -: I > *' 

Dam les triangles semblables , les fcôtés ^ homologue» Bont 
proportionnels. CVst sur-tout par l'égalité d^ç*^' angles qu'on 
l*é(?ohiîoit la similitude de deux triangles. iAlilSi'iicfs ledfeurs 
dorvént àtoîr très présentés à l'esprit les propositiDns que 
nous avons démontrées concernant la siftiilitodie d^s triangles 
dans le ttuité précédent. '■■■ • 
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Dans le triangle rectangle, le qiiarré de l'hypoténuse 
est égal à la somme des (piarrés des deux autres cfliés. 

La surface d'iin uiai^gle (jiielconque est égale à la moitiâ 
du proiliiît de sa base et de sa hanlenr. 

Dans tout triangle rectîlignej les côtés sont entre eux 
comme les sùiiis des ajigles qui leiir sont opposés j etc. 

Ces théorRroes géiiérami etd'autres semblables sont la base 
des équationâ qni contiennent la relation des éléments d'un 
problême géométriqne ; et ces équations deviennent e!!t!S- 
mémes la source de plusieurs autres tliéorèmes, que le calcul 
doitne tout seul , pflrcequ'il ne s'agit plus alors que d'opéreC 
ânr des quantités purement algébriques. 

5. Sourentj pour pouvoir employer les théorèmes géné- 
raux que je viens d'indiquer , on est obligé de combiner les 
quatitités données par les conditions d'un problème avec 
d'autres qui en dépendent, et qui n'existentpas dans laligure 
qu'on s'est faite pour représenter les premières. Alors il l'aut 
tirtT dans la figure de nom elles lignes , qui s'enchaînent par 
des rappoita conims avec celles qiïi y sont déjà tracées. Tan- 
tôt on proluagem 0^*1911] es lignes « ou iadéliuimenr^ ou 
jusqu'à ce qu'eUt'S en reiicontr^j4t d'ajttres , ou qu'elles de- 
viennent d'iuie loMjueur donnée ; tantôt on mcnet» à'f. 
quelque poijit:réit»ar^nable des lignes par>i<lle'Ies ou perpeiidi^ 
culaires à d'autrcfiUgîies; tantAb^Ait^jbbitlrB des' pt»int8 ise* 
lîiarquables ; quelquefois on coDStruira une nouvelle figure 
pour pouvoir combiner ensemble plus icoînmodéinent les 
éléments de la question, au Imajeft de certains thiiorânK» 
qu'on croit les plus propres à cemsage. .. --.-^ r.rr i . 

Ainsi, si deiiï lignes qui ne seïCTiconîretitpoiirt fimt ■ 
des aîigles dotinés avec une ti-oislenie 'ligne, oii' peut tes 
prolonger jusqu'à Ce qu'elles fotmraitiui triangle dont les 
angles , et par coBsétjueiit les rapports des cikés ,■ sont 
donnés. " . , ( 

Si un atigle est donné , on qu'il soit égal à quelque autre 
angle, on pent former im triangle donné d'espèce., ou sem- 
blable à «n outre triangle, 

Si on II as triangle acutangle on obrnsanple, on peut 
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former deux triangles r«ctaî)gl*;s , en abaissant de l'un d^ 
angles luie perpendiculaire sur I« ciné opposé , ou sur soi 
proloogemeut. 

S'il est question de figures qui aient pluB de trois c6tésj| 
on peut Iës décomposer en trtaugles eu y ui^aant des diago- 
nales , etc. 

6. Lorsqu'on aura choisi l'ordre et la méîùiode qii'on Jugft 
devoir doijiier , de la manière Ja plus simple, la solution d'u^i 
problème , et qu'on aura tracé en conséquence la Figure qi(}i 
doit t'ournir les éléments du calcul, on donnera des non» 
aux différentes lignes que celte Figure contient. Ensuite oi^i 
combinera les quantités connues avec celles qui ne le sont 
pas ; et l'on tâchera de former des équations , soit en cttm-*J 
parant ensemble deux différentes valeurs d'une même incoi» 
nue qui a un nom particulier , soît en cherchant deux valeun 
■ d'ime même quantité qui n a pas de nom , mais qui dérivé 
de celles qui en ont. 



■^r. II y a souvent de l'adresse à nommer convenablemeriï 
les quantités qui doivent être combinées enseraûlo de la ma- 
nière que je viens d'exposer. Cvst ce qu'on apprendra mieux 
dans la suite par des exemples que jenepourroisle faire sen- 
tir ici par des préceptes. Je me contenterai d'observer, -quant 
Â présent] qu'il n'est pas nécessaire de donner des nom» anx 
quantités dont la valeur peut sr déduire de celles qu'on ^ 
déjà nommées. Par exemple, ayant nommé une ligne que^^ 
suppose divisée en deux parties , et l'une de ses parties, oUi 
n'a pas besoin d'une nouvelle lettre poiu" désigner l'aul 
partie j puisqu'elle se tiouve par une simple soustraction 
de même ayant nommé les den\ côtés d"im triangle reci 

tgle, l'hypoténuse aura tout de suite un nom , puisqu'elli 
égale à la racine quaiTee de la somme des quarrés des deu<- 
jcôtéi, etc. Mais quelquefois, pour faciliter et simplifier Is 
■*^ul,, on représenté par une lettre particulière une quan- 
tité qu'on peut déduire immédiatement des autres , et OB 
n'élimine CL'lte lettre qu'après avoir formé toutes les équai- 
'^os qui espriraent les conditions du problême. 
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8, 11 en est des problêmes de géométrie comme de ceux 
d'algèbre pure. Si dans l'équation Unale il ne se trouve qu'une 
inconnue , le problème est déterminé ; et il est du premier 
degré, du second degré, du troisième, etc. , selon que l'é- 
quation iinnle est du premier degré , ou du second , ou du 
troisième , etc. Si l'équation finale contient plus d'une incon- 
iaie , le problême est iodétenniné , et il est du même degré 
que cette équatiop. 

g. Quand on est parvenu à l'équation Enale d'un pro- 
blème , on cherche dans la Figure déjà construite , ou dans 
une nouvelle Figure que l'on construit exprès pour cet usage , 
Téxpression géométrique de l'inconnue, ou des inconnues. 
Cette opération s'appelle la consCruclioa lie Vécjnation. Les 
équations déterminées du premier et du second degrés se 
coMtrtîseiJt par des principes lires des éléments de géomé- 
trie, comme on le verra ci-dessous. Les équations détermi- 
nées des degrés supérieurs au second , et les équations indé- 
termiiices , dépendeot , pour leur construction , de la théorie 
dès' lignes courbes. 

Venons k des applications. 

' "^ 

CHAPITRE II. 

Solution& de plusieurs problêmes dèLerminés des 
deux premiers degrés. 

.10. Problème I. 1. àorvER sur le câié BA d'un triangle 
r^ectangle BAC (pig. i ) un point D qui soit tel que, si Ton 
nfene la droiic.HEi parallèle au secondcàtéAG, eC terminée 
en J^, par l'hypoténuse , le quarré (DE)' de cette ligne soit 
4g^i.au rectangle W) xD A , qui aurait: pour côtés contigus 
à. un même angle les segments BD , DA. 

Le triangle BAG étant donné , toutes ses dimensions sont 
données. Mais le point D étant incoonu, W droites BD^ 

i 
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1)A, sont aussi. ûiCCHinues; et oii voit que le problème sœ-a 
résolu &i l'on peut parvenir à trouver ces lignes. J« nommfc 
AJi , fl 1 AC . i ; l'iuconnue BD , x ; mais je ne tioime poinC 
de nom à DA, parceque cette ligne étant la iliiFérenie de» 
lignes lîA, lîDj elle est représentée tout de suite pa& 
a — ,T. '. 

Cela posé, on aura premièrement BD X DA=a;{fl — ai) 
=zax — XX. De plus, quelle que soit la position da point 
D , il est clair que la droite DE étant supposée parallèle 
à AC,ies deux triangles BAC, HDE seront toujours sem- 
blables , et que par conséquent ou aura la proportion y 

BA [à) : ACCi; :; BD(x) : DE. Donc DE == ^iÂ 
(DÉ)'= ' " ^ ■■■■ Or, suivant les conditions du problème, 
OR doit avoir (DÉ)'==BD X DA. Ainsi on aura l'équatiôq 
•é' -\ ---ic=a'X- — ;rjt. D'ott l'on ûve xci=.o, et:r=^ ■■ ^ - j ^l 

Xi" première valeur iuilique qilele point D doit tomber 
lUr le point B ; alors le quarré de DE devient zéi'o , et ppqt 
être censé égal au rectangle ilD X DA., qui est aussi zéro , 
puisque le facteur BD est zéro. 

Xa seconde valea£.de :*: est proprement celle qu'on cher- 
cboit ; et voici comment elle se construit. 

11 est permis de regarder x comme le quatrième terme 
d'une proportion do(it lepremier estH«H-i'', le second aaj 
Ïitfctp6isiem'"e a^, pafe^ufln* telle proportion donné-*ii 

— ; - --TT— . Or , pbïir Rvoir les expressions géométriques des 
l_ermes île cettp proportion , je me rappelle la propriété dii 
tfïànglê fccfanglé démontrée { Géom. i88 ) ? ef j'obsent; qtft 
iiî'de^'angle droit-A (Fig. ?.) on mwie AE perpendioilWt* 
WieittiOlémise BC, et, du pùïnt E ,Eb perpendicnlaSffe 
"^f BÀ-j on aiii^àtBA)' \ (RE)' r: HA : BD. Or les deuvCiH.'W&i 
^los'rtfct.ingles^fiE\'i'-''B-^C, sont' é-.idemment sembialïîiér! 
Ainsi on aura BA :'life ':! B*") : BA ; et'par eonsé<îUte« 
(Théor. des ijr«»pftniwis ) , (BA)' : (BE)*:;. (BC)* :■ fBA)'î 
B&BCi^BC)" ^^Ay^i: jSA : BD ; .c'«8t-ài<l>re aa -+- 05*; 
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na :: a : BD. Donc ^0= a;. Ainsi le point D^ déterminé 
par la construction précédente j est le point demandé. 

II. Problème II. Inscrire un quarré dans un triangle 
Jo/2/i^ABC(Fig.3). 

Imaginons que DEKF est le quarré cherché. Du sommet 
A^ abaissons sur la base BC la perpendiculaire AH , qui ren- 
contre en quelque point M lé côté DF de ce quarré; 

^ BC = fl. 

Supposons < AH - ;= A, 

( AM .^x, 

et par conséquent MH ou DE ou FK = ft — x- 

Les deux premières lignes BC, AH, sont connues, puis- 
que toutes les 'dimensions du triangle ABC sont données ; 
mais les autres lignes AM,DE ouJVIH ouFK, sont 
inconnues. 

Les droites BC , DF, étant parallèles , on a (Géotn. 149) , 
pC : DF :: AB : AD :: AH : AM ; c'est-à-dire, en compa- 
rant seulement le premier rapport au troisième , et mettant 
pourBC, AH, AM, leurs valeurs algébriques, a : DF .:: h : 

x; et par conséquent DF == — . Or, suivant les conditions 
du problème, on doit avoir DF = DE. Ainsi on aura l'équa- 

^X 7 j» ^ 1» ^ hh 

tion -r':=^h — x; d ou 1 on tire x =?= . — --7. 



Pour construire cette valeur , je décris ( Fig. A) du point 
A pour centre , avec un ray'on AO égal à AH H- BC , un arc 
de cercle qui coupe la base CB prolongée , au point O \ du 
point H , j'abaisse HR perpendiculaire à AR. Ensuite , ayant 
pris AM = AR , je mené par le point M la droite DF paral- 
lèle à BC 'y et par les points D et F les perpendiculaires DE, 
FK , à BC. Alors DEKF est le quarré demandé. En effet , on 

a (Géom. 188), (AOr : (AH)' :: AO : AR= --?- =^; 

ce qui est la valeur de x. Donc le point M , déterminé par 
la construction précédente , est celui par lequel doit passer 
le côté DF du quarré cherché ; ce qui suffit pour achever la 
construction de ce quarré* 
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13. Problème UI. Deux cercles X fî Y ( Fig. 5 et 6) étant 

donnés de grandmir et de position sur tin. plan , mener une 

•ligne MN qui les touche l'un et l'autre. 

" ', Supposons que la tangente MN , prolongée , s'il est iiéces-t 

ire, rencontre en S la droite CO , qui joint les centres dec 

[ cercles proposés. Ayant mené les rayons CM, ON, 

jus points de contingence M et N , et ayart abaissé la pelv- 

. peudicnlaiie ÎVL\ sur la ligne des centres ; prenons 

.. . C CO = a 

quanmesV ^^^ ^^ 

connues ji qjj _ __ ^ 

^'inconnue CA ^ se 

Cela posé, les triangles rectangles seniblablesCAM, CMS, 
l ,ONS, donnent les deux proportions suivantes: 

CA(x):CM{i):: CM(&):CS=^, 

CA(j:):CM(A) :: ON (c) : 0S = ^. 

Or (Fig. 5) on a CS = CO + OS, et (Fig. 6) C0= CS +' 
OS, ouCS=CO — OS. Donc, en comprenant les deux 
cas dans une même équation , à l'aide du double signe 

on aura — = azr: — ; u ou 1 on tire x = . 

Cette valeur de a: se construit en cherchant (Géom. t56) 
une quatrième proportionnelle aii^ trois lignes représentées 
car a , i et {bz:pc) ; car cette quatrième proportionnelle 

. *(/'+0 , ... 

aura pour expression , et sera par conséquent 1 in- 
connue X. Connoissaut ainsi la position du point A , si par 
ce point on élevé perpendiculairement à CO la droite AM, 
et qu'ensuite ayant mené le rayon CM on lui élevé au point 
M une perpendiculaire, cette perpendiculaire touchera les 
deux cercles. 

i3. Problême IV. Les deux demi - cercles A3D , OPD 
( Fig. 7 ) , étant supposés se toucher enD ,et l'ordonnée 09 
étant perpendiculaire à l'extrémité G du diamètre DO dit 
i-cercle intérieur , décrire un cercle KPH , qui toucha 
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les trois côtés BO^ÔPD^ DHB^ du triangle mixtiUgne 
BOPDHB. . 

Soient les troîs poîiîts C , F , G > les centres des deux demi- 
cercles donnés ABD , OPD , et du cercle cherché KPH. Les 
points C , G, et le point H d'attouchement de la circonfé*- 
rence KPH avec la demi-circonférence ABD , sont situés 
(•Géom. gS) sur une même ligne droite CGH ; de méme^ le^ 
points F , G , et le point P d'attouchement de la circonfé- 
rence KPH avec la demi-circonférence OPD , sont situés sur 
une même ligne droite FPG; Du centre G au point d'attou- 
chement K de la circonférence KPH avec l'ordonnée BO^ 
menez le rayon GK , qui sera nécessairement perpendiculaire 
à OB ( Géom. gS ) ; abaissez aussi du même point G la per- 
pendiculaire GE sur OD. Cela posé , nommons 

quantités T CD • . a, 

connues ^ \ OF ou FD * . . b , 

( FG X 

inconnues. < ^^ * * • • > 
^ / FE y. 

Il est clair d'abord qu'on aura CjF=û — b , EO ou GK ou 
GP ou GH= b—jr, CE^a—b—y,CG:^CK — 
GH=a — b + y , (GEy ::=i±x—yy. 

Le triangle rectangle ÇEG donne (CG)' = (CE)^ -h (ÈG)% 
c'est-à-dire, en termes analytiques, (û — b -^-yY ^sz^à-^b^-^yY 
H- XX — yy; ce qui se réduit k 

I. /\ay — ^by '\'yy:r:ix']C^ 

De plus , on a FG=FP -f- PG, c'est-à-dire 
II. xz=:2,h — y y et xx=z/^bb — /^by -+- yy* 

Mettons cette valeur de xx dans l'équation I , nous trou- 

hh 

verons^=s — . Ensuite mettons cette valeur de^dans Péqua- 

tion 11 , nous aurons a? = a^ . 

Il est clair que la valeur géométrique de y est une troi- 
sième proportionnelle 'aux deux lignes représentées par a 
et b , c'est-à-dire aux deux rayons CD , FD , laquelle se 
trouve (Géom. iSy), et que la valeur géométrique de x 
est ce qui reste du diamètre OD , après en avoir retranché^ 
la troisième proportionnelle dont; pn yient de parler. 
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ooiâsant donc ainsi FIS et FG^ il ne. s'agira plus ^ ponr 
déterminer la position du centre G, que- d'élever par le 
point E une perpendicul^ure indéfinie EG sur OD , et que 
de décrire du centre F , avec un rayon égal à la valeur 
qu'on a trouvée pour FG ou ^ , un arc de cercle ; cet arc 
coupera la droite EG au point cherché G. Enfin , on abais^ 
sera du point G la perpendiculaire'GK sur G& ^ et on- décrira 
avec le rayon GK le cercle KPH y qui remplit les conditions 
du problème. 

i4' Problême V. Connoissant V angle BAC (Fig. 8), 
'situé dans urî plan incliné à V horizon ,^ et les deux angles 
BAb , CAc , que font les côtés AB , AC , ai^ec les horizon^ 
taies Ab , Ac , qui sont contenues dans deux plans verti- 
caux menés suiv*ant ces cjtès , on demande V angle bAc, 
qui est la projection de V angle BAC sur le plan de Vho" 
rizon. 

Du point C , pris arbilarairement sur AC, je mené CB per- 
pendiculaire à AB ; et ayant abaissé des points B et C les ver- 
ticales Bi , Ce , qui rencontrent les horizontales Ab , Ac , 
aux points ô , c , je tire la droite hc. Du point C , je mené Crf 
perpendiculaire à Bi ^ et du point c, ç/" perpendiculaire à 
Ah. Cela posé , 

le sinus total ou le rayon des tables . • . r , 

le sinus de l'angle BAC a , 

son cosinus • h y 

le sinus de l'angle BA5 . * c , 

Nommons < , son cosinus. ............ d, 

le sinus de l'angle CAc r • • • e ^ 

son cosinus f ^ 

le sinus de l'angle inconnu ^Ac x ^ 

son cosinus ..* y , 

la ligne AC m^ 

quantités parmi lesquelles il n'y a que x^ty d'inconnues. 
Dans le triangle rectangle BCA qiii a (Géom, 4^8),. 
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T : sin. BAC (a) :; AC (w) : BC= — , 
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tx^e psur des raisimneinexits e^ des calculs entièt^ment sem- 
blables à ceux qui ont servi à trouver le cosinus et le sinus 
de Fangle àAc. Donc les é(|tiations en ;;^ et en a? doivent 
renfermer les deux cas. Donc ces équations doivent être 
telles qiie pour un même y on ait deux x, 

16. Hemarque IL Quoique l'expression analytique que 
nous avons trouva pour y soit fort simple , elle n'est pas 
assez commode pour le calcul trigonométrique et pratique , 
où il convient d'employer, autant qu'il est possible, des 
formules à un seul terme , afin d'y pouvoir faire aisé- 
ment usage des abréviations que fournissent lés tables des 

logarithmes. Mais si , au Ueii dé l'équation^ ±= — ^ — , 
on écrit 1 équation équivalente — •— — ^^^7 ( Tj — ) 9 

ou — --=1— -^ '" y chaque membre sera facilement 

réductible à la forme que je viens d'indiquer. 

En effet > tout demeurant d'ailleurs le même , nommons 
de plus 2Ji l'angle BAC, que font ensemble les deux lignes 
inclinées AB , AC ; 7,p l'angle que' fait AB avec la verti»- 
cale ; 2.q l'angle que fait AC avec la verticale ; a^î l'angle 
de projection frAc;nous aurons en -conséquence 6:=:cos.2/2, 
c=cos. 2/? ,</=sin. %p y 6-=. COS. ^q y .fz^zrsm. 7.q yyz=z 

COS. TkZ. 

t 

Cela posé, i^ 6n a (Géom. 45i , n^. Ill)> 

(sin. a)* . r— jr (sin. z)* 

. Ainsi — = . 

r 2, r 

2^. On a ( Géom. 4^0 , n^. III ) , âin. (/z-|-^ — ^). X 

* r COS. ( a;? — a^ ) r <;6s. 2» 

sm. ( 7ï + ^ — ;? ) = J-T ^ = 

COS. àD COS. ikQ H- siri. .2;? sin. a^ r cos. %n 

i «__ «^ ; — ^ eûmettantpour 

. ^ • , COI. 20 COS. a^rf-siii. 20 sin. %q 

COS. (2/? — 2^ ) sa valeur , 

17. 
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<^0 APPLICATION DB l'a.LGXBR£ 

(Géomk z^g^ n^. IV). Substituant dans le second menw 
bre pour sin. 2/7 , cos. 2p , sin. 2^ , cos. 2q , cos. zn , leurs 
valeurs , on aura^ sin. («H-/?— ^) X sm. (n-i-if — p ) = 

A "^ sin. 2p sin. 2^ syÇ/ 

Ainsi rëquatîon = ^7# deviendra 

> . N. r*X8Îo. (n-h;> — <7)Xsin. («H-^— ^) 

(sm.2j = * ■ ■ ' . • 

^ . '' sin. ÇLp sin. 2^ -^ 

OU , ce qui revient au même , en faisant ^ pour abréger , 

/ . V, r»y sin. (S — a^) X sin. (S — V) 

( sm^ ^) = r— rr-:^^ rr '■ • 

^ •' sm. np sin. 2^ 

Par où l'on voit que , pour trouver le quarrè du sinus 
àe lu moitié de r angle de projection , il faut multiplier le 
qudvré du rayon par le produit des sinus des deux excès 
de la moitié de la somme des trois angles an , sp , aq , sur 
cJuicun des deux angles ap ^ aq , puis diviser par le pro- 
duit des sinus des deux angles 2p ^ aq : formule à laquelle 
on applique facilement le calcul trigonométrique et loga- 
rithmique» 

Supposons , par. exemple , 2« = i8 degrés, a^=88^ , 
2^ = 89^, et par conséquents — 29 = 8^30', S — 2/; = 
9^ 3o'. Le calcul se fera ainsi par les tables des logarithmes. 

log. r'. • = 20,0000000 

log.sin. (S — 2^) = 9,1697021 

log. sin, (S — 2/?) = 9,217601^ 

Somme. 38,5875ii5 

log. sin. 2/7 , . = 9>9997354 

log. sin. 2,q. • • ^ • . = 9^9999338 

Somme i9;9996692 

Retranchant la seconde somme de la 

première, restera 18^38776421 

Prenant la moitié de ce reste , 

on aura 9,19888210 ^ 

qui est le logarithme du sinus de l'angle z. Cherchant ce 
logarithme dans les tables ; on trouvera que l'angle cor- 



k LA GEOMETRIE^ CHAP. IL âSy 

mb 

r : COS. BAC (6) : : AC (to) : AB= — . 

ï)ans les trois triangles rectangles BiA > CcA , c/A , on 
A pateilleioient 

r : sin. BA6 (c) ;': AB (^) : BJ = ^, 
r:cos.BAè(«/)::AB(^):AB=î^, ^ 



me 



r : sin. CAc (e) :: AC (m) : Cc= — 

mf 

r : COS. CAc {/) :: AC (/w) : Ac2t= -p, 
r : sm. /Ac (a;) : : Ac ( — ) : ç^=: — 7 , 
r : C08./AC (r) :: AC (î^) : A/= ^.- 
Maintenant^ on a B Jt= Bft — £?& = Bi — Ce =: 



- r 1 

r^ r 



Donc y à cause du triangle rectangle '&d£i , qui donna 
{dCr={BCy-(fid)\ on aura {dCy =- *ï^-.(^'^ ^')\ 

Dé même, on a oj=±h.f — Ko =-j:î ^- . Donc , àcause 

du triâfcgle rectangle hfc, qui donne {pcy trz^fc)* -^ {bf)* , 

on aura (Z'c)* ou («?€)'= — ^;; »-(-^^=— )'. 

Egalant entre elles les deux valeiu-s de (rfC)* , on aura 

1 équation -7^- — (tt — 7)*= " V" ^ (-^ï ) ^ 

qui devient d*abord (en effectuant les multiplications in- 
diquées y chassant les fractions et divisant tout par rrC) ^ 
a^ r^ _ i' c' 4- 2^bcre — r* d" tm/* x' -*-/'^' — ^yj^j -h. 
è' ^ , ou bien û" r'-+- 7i)crez=i r' e* ^ fe' (c' 4- rf') -|-/* xi 
(x' +^') — ^fbdy y ou bien ( à cause de c' -+• cf* =:r' , et 
de a?' 4- j" = r' ) , ^* r* -|- a^cre = r' (e^ -+-/') 4- r* h' — 
izfbdy y ou bien encore ( à cause de e' 4- /^* = r' ) , r' (a' ■*- b') 
^Sibcre-=:r^ — 7>fbdy ; ou bien (en mettant pour a* —i* 

^7 
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sa valeur r* -^ ift' > effaçant les termes qtd se détruisent , 
et divisant tout par ab) y cer — bf" z=z — fiiy; d'où Ton 

tire enfin y = — ^ — • Connoissant ^ , on aura aussi œj; 
Pour construire là valeur Ae y , ]e k mets d'abord 

r Ar ce 

SOUS ciette rotme jr =t= ~ (— ) 5 ensuite je cherche 

( Géom. i56 ) deux quatrièmes proportionnelles : Tune 
aux trois lignes représentées par/*, i, r; l'autre aux trois 
lignes représentées par f y c y e. Je rétranche la seconde 
quatrième proportionrielle dé là prèmiel-é , et je nomme 

rk 

k la différence. Par-là nous aurons y = "T $ et il ne s'agit 

plus , pour avoir l'expression géométrique de y , que de 
chercher une quatrième proportionnelle aux trois hgnes 
représentées par dy r y k. 

Ce problème est utile dans la trigonométrie pour rap- 
porter sur un même plan horizontal plusieurs objets inéga- 
lement élevés par rapport à ce plan. 

1 5. Pvemarque /. On Voit qu'à un tttème y répondeiit 
deux X y k cause du double signe qui affecte le radical 
\/ [r* -^^y"" ]. En voici la raison. liiià^môrts qtife l'angle 
bKc y vu en raccourci ( Fig. 8 ) soft rapporté *fen bAc 
(Fig. 9) dans sa grandeur naturelle; et faisons l'angle bAc 
qui hii soit égal. Éasuitfe , ayant pris AM pour représenter 
le sinus total ou le rayon des tables , abaissons MM' per- 
pendiculaire à Ac. Cela posé y il est clair que MN est le 
sinus de Tangle bAc, M'N celui de Vàngle^'Ac; / et 'AÎSf 
le cosinus de l'un et l'autre angle. Ainsi au même cosi- 
nus répondent deux sinus égaux , mais qui y étant posés 
en sens contraires , doivent être priç avec des signes 
contraires, comme nous Tavons établi dans l'algèbre; 
de sorte que si l'un est positif, l'autre sera nécessairement 
négatif. Or, si l'angle proposé BAC (ï'ig. 8), au lieu d'avoir 
pour projection l'angle bAc , avoit pour projection l'an- 
gle VAc y on trouvèroit le cosinus et le $inusde qe dernier 



A. LÀ BXOUKTRIB, CHAP. II. oBZ 

Les quantités A , p , C , D j se déterminent par les 
données a, b ,c , à , /• 

Ainsi , pour avoir DB , il fajit résoudre une équation 
du quatrième degré , et pour avoir BC, il faut résoudre 
une équation du second degré. 

Conuoissant l'une ou l'autre de ces lignes , on trouvera 
facilement le Heu du point A ; et par conséquent on pourra 
mener la corde BC. Car supposons , par exemple , qu'on 
CPnnpisse PB : décrivez du point D pour centre avec Iç 
rayon DB un arc de cercle ; menez par le point B , oiïi 
cet are coupera la circonférence du cercle proposé , Iq 
droite DBA ; du point A au point F. menez la droite ACE, 
qui rencontre la circonférence au point C , et tirez la 
corde BC : cette corde sera parallèle à DE, puisque la 
valeur de la droite DB a été déduite de la supposition 
que BC fût en effet parallèle à DE. 

Si l'on connoissoity seulement , on seroit aussi en état 
de fixer la position du point A; car on n'auroit qu'à pren- 
dre KH égale à la valeur trouvée pour y , élever par le 
pQÎnt Hj perpendiculairement à DE , la droite HB, qui 
rencontre la circonférence au point B , et mener par les 
points D et B la droite DBA. Le reste s'achève comme 
tout-à-l' heure. 

Je me contente d'indiquer la manière de déterminer la 
position du point A , en supposant qu'on connoisse x <:>\\y ; 
maïs je ne construis pas l'équation tn x ou en_^, parce- 
que l'une ou l'autre équation est un peu composée , et que 
le problème peut se résoudre par mie équation plus simple , 
que noiis construirons comme on va le voir dans la solution 
suivante. 



Solution II. Du point D (Fig. 1 1 ) menons la tangente DP 
au cercle X , et par le point B imaginons la tangente BN, 
qui rencontre en N la droite DE. 

Ceb posé, j'observe que les deux triangles DAE, DNB, 
sont semblables ; car ils oift d'abord l'angle D commiutj 
de plus l'angle DNB est légal à son alterne Cfiff; et 
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orde et par une tangente, 
irc BZG, laquelle est aussi 
im. io5). Ces deux trianglesl 
proportion , DE : DA : : DB : 

. Or, DA X DB = CDF)".DooeJ 
DN=-g=-. Ainsi, en nommant DE, a,- DFj /; l'inçoq-l 
nue DN, «j on a2=:~ , équation du premier degré, ^m 

on voit que la Lgne cherchée DN est une troisième pro^l 
portionnelle aux deux lignes données DE , DF. La cout ' 
■truction s'exécute ainsi d'une manière fort simple. 

Joignez fFig- i^) les points E et F par la droite EFj 
portez DF de E en I; menez vers EF la droite IV paral- 
lèle à DF ; prenez DN égale à IV; le point N est celui 
qu'on demande. Car il résulte de cette construction qu'on 

aura , ED : DF : : El ou DF : IV ou DN ^ ^\ 

Comme on peut mener du point N deux tangentes NB, 
NB', au cercle X, il y a sur la circonférence deux points 
A et A' , qui satisfont au problême. Ils se déterminent en 
menant par le point D et par chacun des points B et B' 
les droites DBA, DA'B'. En sorte que si par ces points 
A , A' , on mené à l'autre extrémité E de la droite DE les 
droites ACE , C'A'E , et qu'on joigne les deux points B et 
C, ainsi que les deux points B' etC; chacune des cordes 
BG, B'C, sera parallèle à DE. Ce parallélisme a néces- 
■airement lieu, puisque le point A ou le point A' n'a éxÂ 
déterminé que d'après la supposition que BC on B'C étoiç 
en effet parallèle à DE, 

Remarque sur les deux solutions précédentes, 

i8. Des trois quantités z , y , x , la première «st 
domiée par une équation du premier degré ; la seconda 
par une équation du second degré ; la troisième par uns 



respondant ^ = 8^ 58' 34" à -peu -près, et que par 
conséquent l'angle deprojeciion 32:= 17" 56' 48" à-peu- 
près. 

17. Problème VI. ta droite DE (Fig. lo) étanC donnée 
de grandeur et de position hors d'un cercle X , donné 
aussi de grandeur et de position , trouver sur la circon- 
férence un point A , qui soie tel ejiie , menant aux extré- 
mités de la droite DE les droites AD , AE , qui rencon- 
trent la circonférence aux points B ef C , la corde BC soie 
parallèle à DE. 

Je vais résoudre ce problème de deux manières , pour 
montrer auï lecteurs l'avantage qu'il y a de regarder 
comme inconnues certaines lignes plutôt que d'autres , 
afin de parvenir à une équation finale qui soit la plus 
simple qu'il est possible. La même remarque sera con- 
firmée dans la suite. 

Solution I. Puisqu'on connoît la grandeur et la posi- 
tion de la droite DE et du cercle X ; si du centre O noua 
abaissons la droite OK perpendiculaire à DE , que noua 
menions le rayon OB , qu'ensuite du point D nous me- 
nions la tangente DF au cercle : toutes les lignes DE , 
OB, OK, DK., DF j seront données. Mais les lignes DB, 
DA, BC, EC, EA, sont inconnues ; et la question est de 
les déterminer , ou du moins de trouver les lignes néces- 
saires pour pouvoir remplir les conditions du problème. 
Nous allons prendre pour inconnues les deux lignes DB, 
'. BC , et tâcher de former deux équations qui expriment 
I les relations de ces deux quantités avec les quantités 
données. 

!DE = a. 
OB ^ i , 
OK = c, 
DK; .:....': i ......... =^ d , 
DF =/, 
DB = ^, 
^^ BC = a;-. 



i 



AFPfctCATIQS OE LALOEBRE 

On a (G4om. 220) DA X DB=f DF)" ; ce qui donn^ 
DA = !S: = |:.Do„eAB=DA-DB= f _.=^ 
Les triangles semblables ADE, ABC , donnent cette pro- 
portion, AD C-^) : DE (a) :: AB { ^~/'' ) : BC (ay) ; d'où 
l'on tire Téquation, 

La droite OK , étant perpendiculaire à DE , est aussi 
perpendiculaire à BC , qui est supposée parallèle à DE. 
Ainsi (Géom. 87 ) le point M est le milieu de BC. Donc , 
k cause du triangle rectangle 0MB , on aura OM = 
(/ [(OB)- — [BM}*] = 1/ [bb —yy\ ; et MK = OK — 

Du point B soit abaissée BH perpcndicnlaire à DE. On 
auraBH=MK,DHi2=KH — KD^BM — KD=j — (f; 

et (à cause du triangle rectangle BHD ) , (BD)' = (BH)'-h 
(DH)' ; ce qui donne l'équation xx-={y — (/)'4-(c — 
\^\bb — yyyt i "u bien (en développant 'es quarrés et 
«rfaçant les termes qui se détruisent), xx=^dd — zdy-^ 
ce — ac 1/ [ bb — yy ] -(- Ai , ou bien encore it 4- ce -f- 
âd — ^dy — x:r-:=.2c \/ [bb — yy'\- Faisant, pour abré-? 
ger, bb-\-cc-\-dd=^^g , et élevant tout au quarré pour 
faire disparoître le radical , on aura 

II- ér*— ^S^ ày -^ â,d' y^ — s.g' X' -+- 6,dx' y -^ X* 
= \b- c' — ^c'y'. 

Les deux équations I et II , étant combinées ensemble 
par la méthode qui a été expliquée dans l' algèbre, produi- 
ront une équation où il n'entrera plus que l'une des deux 
inconnues x et y. Si l'on commence par éliminer j', on 
trouvera une équation de cette forme , 
a;'-+-Aa;"-+-B:=6. 

lï 6Î.011 élimine x , on trouvera une équation de cette 

.rrH-CyH-P = o. 



tés de la ligne doiuiée fù( moywn» proportionnelle entre 
cette ligne et la distança du poi|^t en questipn à Fautre Vtrë- 
mité de la ligne donnée; problème dont celui qui a été pro- 
posé n'est qu'un cas particulier , puisqu'on y suppose que le 
point cherçbi^ est placé sur la ligne même. 

21. Problème Vin. Trois points K,^ ^C\ (Fig* ^4)^ étant 
donnés suruneUgnCy trouver sur cette ligne un quatrième 
point D , tel gue l'on ait , AB : CD :: CD ; AD. 

r AB —a, 

Suppo- J AC z=L h , 

sons J Finconnne CD ^^ x^ 

(. et par conséquent AD = AC H- CD = è H- or. 
Puisqu'on a la proportion AB {a) : CD (a?) :: CD(j:); 
AD (6 -h ^) , on aura l'équation ab -^axzz^ xx ; d'où l'op 
tire 

aî = -^dzv/[a(6H.-j)]. 
Ainsi l'inconnue a deux valeurs. Pour les copstruife , Oîi 

AB 
prendi*a CM= — ,et ayant décrit sur AM, comme dia- 
mètre un demi-cercle AKM , on élèvera par le point B la 
droite BK perpendiculaire à ÀM, et on tirera la corde AK. 

AB 

Ensuite on prendra CD == AK -f- — ; et en sens contraire 

AB 
Qtd = AK . Alors CD sera la première valeur de a: , 

et Qd la seconde.. En sorte qu'on aura les deui^ proportions 
AB : CD :: CD : AD, AB < Cd :: C^ : A^. 

Il est aisé de se convaincre qu'elles ont Ueu effectivement, 
en mettant pour les lignes leurs valeurs algébriques, etfaisaul^ 
le produit de^ e:ï^tpmes et celui des moyens- 

Oa voit que le probljèrne a deux solutions , quoique dan$ 
l'énoncé oi^ ne lui en ait attribué qu'une çeule* 

aa. Problème IX. Diviser unlriangle ABC<Fig. ï5 ) ^'^ 
deux parties ADE, DBCE,. qui soient entre elles en raisoif 
donnée^ par une droite DE parallèle à la base BC. 



APPLICATION DE l'aLCEBÏIÊ 

I^ sommet A soit abaissée sur ia base BC la pwpendîct 
lairPAH , qui rencontre en K la droite DE. 

BG 

k AH =/,] 

j le rapport donné du triangle ADE 
Supposons < au trapèze DBCE, c'est-à-dire 

ADE „ 

DBCIi ^^ ~* 

l'inconnue AK — t-, 

La sécante DE étant parallèle à BC , on a la proportion, 
AH (h): BC(fl) :: AK (x) :DE = ~. Doncl'aire du trian- 
gle ADE =^, et l'aire du trapèze DBCE (différence de» 

deux triangles ABC, ADE), =1 ^. Or, suivant let 

,..,.,. , . . ADE m _. 

conditions du problème , on doit avoir u, -- = — . Donc 

on aura l'équation __ — ;- =r — ; d'où l'on tire 

Ainsi l'inconnue a deux valeurs ; mats ces deux valeur^ 
•ont égales , et ne différent que par le signe. La première , 
qui est positive , sert pour le triangle proposé ABC; la se- 
conde , qui est négatiï-e, se rapporte au triangle AB'C, éga^ 
Et opposé par la pointe au triangle ABC. La construction que 
nous allons donner pour la première s'appliquera à la se- 
conde, en observant que les lignes du second triangle , cor- 
respondantes à celles du premier, sont marquées par lei 
mêmes lettres accentuées. 

Sur la hauteur AH , comme diamètre , décrivez un démî- 
cercle AFH ; divisez (Géom. i5o) la droite AH en deux 
parties AZ , ZH , qui soient entre elles dans le rapport d(i 
m kn , et par le point Z menez au diamètre AH l'ordonnée 
ZF ; tirez la corde AF ; portez AF de A en K : le point K sera 
celui qu'on cherche. En sorte que , menant par ce point la 



L rA' G'îbiiiÏR'iï, «hap; II. 
'équation du quatrième degfé. Voici la relation de ce!> 
quantités. 

i". On n'a besoin que du seul point N ou de la droite 
DN pour pouvoir mener les deux tangeutes égales NB, Nil', 
quî déterminent les deux points A et A ', et conséqiiemmoiit 
les d«ux cordes BC,B'C'. Or l'inconnue 21' doit représenter 
indifféremment la corde BC ou la corde B ' C ' , puisque ces 
deux cordes sont tirées suivant la même loi. Donc à un même 
z doivent répondre deux y, oUj ce quî revient au même, 



à l'équation du pre 



, doit répondre 



une équation du second degré pour_|'. 

3". Dans la première solution, nous avons trouvé a-x^ 

ff ~^. Cette équation donne x = ±/\/ ; d'oii 

Ton voit qu'à cause du double signe±, à chaque valeur de 
^ répondent deux X égales, l'nne positive , l'antre négative. 
Il y a donc quatre a: pour deux^ ; et si Ton prolonge liD on 
B'D vers a ou e', qu'on imagine le cercle posé en X' dans 
la même situation, la droite DE en DE': alors les quatre va- 
leurs de a; seront représentées par les quatre lignes DB , DB', 
Tib , Dl> ' , qui sont égales deus à deux , et posées en sens con- 
traires, aussi deux à deux. 

ig. Problème VII. Couper une ligne AB (Fig. iZ) en 
moyenne et extrême raison. 

Supposons que AC représente la partie qui doit être 
moyeime proportionnelle entre la ligne entière et l'autre 
partie, et nommons AB , a ; AC , x ; nous aurons CIi=; 
a — X. Or, puisqu'on doit avoir AB {a) : AC(j;) ;: AC 
(a:):CB{« — x), on aura i'éqnation a« — ax^=xx;A'oii 
l'on tire 

^ = —'^V [aa-^—]. 

Ainsi l'inconnue a deux valeurs qu'il s'agit de construire. 
Or, pour avoir d'abord la première, à l'extrémité de B de 

tABj j'élève la perpendiculaire BD:= — = 
. 



tire l'hypoténuse AD, dont la râleur est \/ [aa + ~— - J. 

Donc, en retranchant de DA la partie DMs=: — , le resto 
AM sera la valeur cherchée , puisque AM= AD — I3Il(I=:. 

\/[aa + ^] . Portant donc AM de A en C,Ulign9 

AB sera divisée en moyenne et extrême raison au point C. 

La seconde valeur de a: , c'est-à-dive V' [^<^ + "t]!-" 

se construit en observant que si on prend DK = DB^ 

on aura AK =: AD + DK =]/ [aa + —— ] h , quantité 

positive et contraire à celle que nous cherchons. Or, 
comme les quantités négatives doivent toujours être prisei 
en sens contraires des quantités positives , il s'ensuit que 
si on prolonge KA vers M', en sorte que AM.' = AK, 
que sur BA prolongée vers C, on prenne AC = AM', 
le point C sera celui qu'on cherche. Desorte qu'on auri 
la proportion, AB : AC :: AC : CB. En elfet, si l'on prend 
les grandeurs absolues des lignes AB , AC ', C ' B , abstraction 
faite de leur position qui n'entre pour rien (Uns leurs rap-r 

ports, ona A_Ii = (i, AC^— 4- i/ [ aa -4- y], C'B=:«^ 

•^- — -4-i/[aaH ]; et par conséquent AB X CB =; 

(AC)', pomme on peut s'en convaincre ei> mettant pour les' 

lignes leurs valeurs analytiques , et effectuant les miiltiplica7 
tions indiquées. 

20. Remarque. Il n'y a , à proprement parler , que Iç 
point C qui résolve le problême proposé ; mais l'alg 
donne , par un même calcul , non seulement la solution de la 
question particulière qu'on lui demande , mais en général la 
solution de toutes les questions de même nature. Ainsi, dani* 
le cas présent, l'équation aa — ax^=xx résout le problèinfl 
général oii il s'agiroit de trouver sur une ligne ou sur Son? 
prolongement im point dont la distance à l'une des extrémi- ' 
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AD . . \ . =a, 

Sol. L Soient -î ^'^^^ ' V =*' 

AB . . . z=:x, 

et par conséquent AC • . . ==& — x. 

A cause du triangle rectangle BAC , qui donne (BC)' = 
(AB)* + (ÀC)% on aura , (BC)' ==a?jç-l-(i — ap)' = 2xx 

D'uii àtHre côté , à cause des triangles rectangles sembla*-* 
blés BD A, BAC, on a , AD (û) : AB (x) •: AC (^b—x) : 

BC=-^-^ — . Donc (BC)*= . Egalant 

entre elles les deux valeurs de (BC)% et ordonnant l'équa- 
tion par rapport kx^ on trouvera > 

à* — zbx^ -f- y Ix* -f- 2a* bx — a*b* = o. 

Cette équation est du quati'ieme degré : mais elle peut 
s'abaisser au second ; car ons'apperçoit, avec un peu d'at- 
tention , que si on ajoute de part et d'autre à* b* -i- a* , c'est- 
à-dire si on écrit 

x^—2bx' -h b'ix* -h M' bx -f- a* =iï' b" + a*, 



'Q,a* 



le premier membre est un quarré parfait , celui de xx — 
bx — aa. Aiml> en tipaat là raidne ijûaitéé die Téquatioû 
précédente y on aura, xx — bx — ^ïa = dt ^ [a'è* -f-aV]; 
ou bien ( en représentant , pou^ abréger , la quantité radi- 
cale par ne ) ;^"xx — bx — âà.==: ± ac ; d'où Von tire 

Cela posé, j''obse!rve'd'abord qtieyrelktîvertierit à la ques- 
tion proposée , pn.n« peut pas prendre avec le signe -h le 
terme ac qui est sous le signe radical ; car alors la quantité 

radicale seroit plus grande que —^.D'bùîl suit que si des deux 

signes qui précèdent lé signe radical on prenoît le signe -+- -i 
la valeur de x seroît plus grande que b_y ce qui ne peut pas 
être ; et que si on prenoit le signe ^—, là valeur de x seroît 
négative, et qiiô'pâf conséquent la valeur de AC, qui est 
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b — X, serait plus grande que b, ce qui ne peut pas être nott 
plus. 

Supposons donc que ac soit précédé du signe — ', ou* qu'on 

ait X = ± \/iaa h- — -; ac]. 

a .4 •'. . 

II pourra arriver' que la quantité radicale soit imaginaire ^ 
ou réelle. Elle sera imaginaire^ si Ton a ' 

ac > aa-h — ,.oua*ft'-+- a*>(aa H- -7-)%oua">— : alors 
• 4 4 o 

A* 
le problème est impossil^le. Elle sera réelle si a =—, et alors 

b ' ' b* 

AC = AB =3 — : elle sera encore réelle si a* < -^r. 

bb 

Dans ce dernier cas, là quantité radicale \/ {aaA 

\ * 4 

ne) est toujours moindre que—. Gaton a, — > \/ {aa 

hb . b- bb 

-f- ac), ou— > aa-^- - — ^ac y ou ûc > aa, oUo a, 

4 4 4 

ou aa -^ bb > aa. Donc , si , dans Té^^juàtion x i= — -- ± 
\/ ( aa 4- ac ) , on prend le radical avec le signe -+- , la 

valeur de x sera positive et plus gtande que — , mais 

moindre que b ; et si Ton prend le radical avec le signe — , 

b . 
la valeur de x sera encore positivé , mais xhbindre que — ^^ 

Pour savoir si ces deux valeurs de .r sont admissibles dans 
le cas présent , il faut considérer que l'hypoténuse de tout 
triangle rectangle étant "plus grande que chacun des deux 
autres côtés, on doit AV.pir AB > AD,; ou a: > a. Or 

on a — ^ db v^ [ aa 4- -r ^ de 1 > a , ou a > nz 

1/ 1 aa H ac 1 , ou f r- a) > aa -f-.- ac , ou 

.'■ 4 -''^j^a,''. 4 

— a^ >. — ac , ou^ > 6 , CkU{/ (aa -f- èftj > ^- Doncles deux 
Valeurs de x. sont admissibles, et chacune d'elles résout le 
problème proposé. En voici la construction. 

D'abord la quantité c^ qui a pour valeur 1/ ( <>^ + ^^)r 
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droite DE parallèle à BC^ le triangle ÂD£ et le trapèze 
DBCE seront entre eux dans la raison de m kn,ce qui est 
évident. 

2,3. Problème X. Cqnnoissant (Fîg. i6) VhypoténuSe 
BG et la somme AB 4- AC -h AD des deux côtés AB , 
AC , et de la liauteur AD d^un triangle rectangle , déter'^ 
miner ce triangle, c'est» à -- dire ses côtés et 'ses angles 
inconnus^ 

BC 3= a, 

AB-+-AC-+-AD / =b, 

Supposons < AD . . . = a?, 

I et par conséquent . . . AC = & — x — y. 

Le triangle rectangle BAC donne (BC)'= (AB)' -+-(AC)*, 
c'est-à-dire , en termes algébriques , aa:=^yy 4- {b — x — yY, 
ou bien 

L aar=iO!,yy -f- Jfr 4- %bx -f- xx-^^shy H- ^xy. 

De plus, à cause des triangles rectangles semblables BAC, 
BDA, on a, BC(a):BA(^) :: AC ( b—x—y) : AD(^).D'où 
l'on tire ax:=i:by — a?y — yy , ou bien , en multipliant tout 
par 2 , 

U. 2/2xr=t2^—- 2jry — ^yy* 

Ajoutant ensemble les deux équations I et II, et effaçant 
les termes qui se détruisent , on aura aa -h zdx z=z bb—^ 
2,bx -h XX ; d'où l'on tire x '= a -{- b ûi \/ {zaa -f- nab). 

Des deux valeurs àe x, il n'y a que la seconde, c'est-à- 
dire xzna '\' b — \/'( 2,aa -f- 2,ab ) qui puisse satisfaire au 
problême proposé ; car il est évident que la hauteur AD du 
triangle BAC doit être moindre que a -h b.; et pour avoir 
cette valeur, il ne s'agit que de retrancher delà somme 
a +b une moyenne proportionnelle entre 2^ et a -h i. En- 
suite , ayant décrit sur BC comme diamètre un demi-cerclé , 
et ayant élevé au point B la perpendiculaire BN , égale à la 
valeur qu'on vient de trouver pour x., on mènera parallè- 
lement à BG la droite NA , qui rencontre la demi-circonf é- 
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rence au point A , duquel on tirera les cordes AÈ^ AC ; €e 
qui déterminera le triangle dierchë EAC. 

24- Remarque, Le problème proposé n'est qu'un cas par^ 
tlculier de cette question générale : Etant données les deux 
lignes BG (a) , BM (b) ( Fig. 17) , trousser une ligne x telh 
que la différence des quarrés des deux lignes het^ soit igak 
à la différence quily a entre le produit de leur somme pur 
le double de l'inconnue et le quarré de cette inconnue ; cât 
la traduction algébrique de cet énoncé est l'éqaation bb — 
aa=.{a-{'h) x ^x — xx ; d'où l'on tire le lÀème résultat 
que ci-dessus , xziza -^^ bziz\/ [zaa -h 212*]. 

Or il y a sur la ligne BM deux points N' et N qui satisfont 
à cette équation. Car supposons, par exemple, BC=2 pieds, 
BM = 7 pieds ; on aura , en prenant le signe sfupérieur 
du radical, BN'nr i5 pieds, et en prenant le signe infé- 
rieur , BN = 3 pieds. Ces deux valeurs satisfont également à 
l'équation proposée , puisqu'on a, 49 — 4=^(7~*"^)x3o 
— 2.^5 y et 49 — 4 == C?"*"^) X 6 — 9* Mais de ces deux 
valeurs il n'y a que la seconde BN qui puis^se résoudre le pro- 
blème précédent , parceque, suivant les conditions de ce 
problème , les lignes données doivent avoir dans l'espace une 
disposition particulière , et telle qu'il en résulte un triangle 
rectangle , dont la hauteur BN ou AD , est nécessairement 
moindre que l'hypoténuse BC , et àj^lufi forte raison que la 
quantité BC + BM. 

On voit par là que , lorsqu'on est arrivé à l'équation finale 
d'un problème , il faut examiner par la nature <fe ce problème 
les racines qui servent à le résoudre , et regarder les autres 
Comme inutiles , du moins par rapport à l'objet proposée 
Quelquefois un problème a plusieurs solutions , quelquefois 
il n'eu a qu'une seule. C'est ce qu'on reconnoit«par Fanalyse 
de ses conditions. 

aS. Problème XL Connoissant lu somme des côtés AB , 
ACyetla hauteur AD du triangle MAC (Tvg. ^8 ), recmn^ 
en A , déterminer ce triangle. 
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est i'hypolénuse d'un triangle rectangle qui a pour côtés 
comigus à l'angle droit les lignes a et b. Cette hypoté- 
nuse étant trouvée , cherchez ime moyenne proportion- 
nelle d entre a et c. Alors la quantité radicale deviendra 

yl aa -}- — ^^]} et on en trouvera l'expression, en 

construisant d'abord un triangle rectangle qui ait pour 
côtés contigus à l'angle droit les lignes a et — , et un se- 
cond triangle fectangle qui ait même hypoténuse que le 
précédent , et d pour l'im de ses côtés ; l'autre côté , que 
je nomme y, sera la valeur de la quantité radicale. Toutes 
ces opérations s'exécutent par les articles 187, ig4^ da 

la géométrie. Par-là on aura x ^ — +/. 

Cela posé , ayant mené {Fig. 19) les deux lignes AB', 
AC , perpendiculaires entre elles , je prends sur la pre- 
mière, AO^ — j et de part et d'autre du point O cha- 
cune des lignes OB, OB' ^ égale hf; ca qui donne, AB = 
/, AB' =:= ^f. Sur AB et AB' , comme diamè- 
tres , je décris les deux cercles AMBD , AM'B'D' ; et du 
point A comme centre, avec le rayon AD^o, je décris 
un arc de cercle, qui coupe les deux cercles dont on vient 
de parler, aux points D et D' ; par les pointa B et D , et 
par les points B' et D' , je mené les droites BDC , B'D'C ; 
les deux triangles rectangles BAC , B'AC , qui ont chacun 
pour hauteur la ligne a, satisfont l'un et l'aiure au pri>- 
blême proposé. 




Solution IT. Représentons toujours par a la hauteur 
donnée AD du triangle proposé (Fig. 18) , et par b la 
somme donnée des deux côtés AB , AG. Mais , au lieu da 
chercher, comme dans la solution précédente j le côté AB, 
cherchons l'hypoténuse BC. 

En nommant AB , a: ; BC , y ; et procédant comme ci- 
dessus , c'est-à-dire cherchant deux râleurs de {BC)'^ 
nous parviendrons aux deux équations , 
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I. yy=^zxx — zbx-\-bb , 

X[,y = , OU zay^nbx- 

lesquelles étant ajoutées ensemble donnent ^j'-f- 3 aj"^ 
bb;A'oii l'on tàie , y= — a±x/ [bb-Jt-oa]. 

Dans cette expression ori ne peut prendre que le sigtt 
supérieur du radical ; car , si on prenoit le signe iuférieur 
ou qu'on eût_j-z= — [a-\-i/ {bb-^aa)] , la valeur dv 
l'hypoténuse seroit une ligne négative plus grande que b^ 
ce qui est impossible. 

Quant à la construction de y , elle est toute simple ; 
si l'on fait un triangle rectangle qui ait pour côtés conti+ 
gus à l'angle droit les lignes a et b , et qu'on nomme g'SOtt 
hypoténuse ; on aura , y =g — a. 

26. Hemarque I. On voit , par l'une et l'autre solution ^ 
que toutes les racines de l'équation finale , même celles qirf 
sont réelles , ne peuvent pas être employées dans le pro- 
blème proposé. Il faut raisonner, par rapport à cette équa- 
tion prise dans toute sa généralité , comme on a fait par 
rapport à une équation analogue (24)- 

27. Remarque II. Suivant la première solution, il y g 
deux triangles BAC, B'AC (Fig. 19) j qui satisfont an 
problème proposé, tandis que, suivant la seconde , ^hypc^- 
ténuse n'a qu'une valeur , ce qui paroît devoir ne don- 
ner qu'un seul triangle. Mais, pour lever cette contradic- 
tion apparente , il faut remarquer que les deus triangles 

I BAC , B'AC , de la première solution sont parfaitement 
égaux , et ont par conséquent des hypoténuses égales. 

Car, si vous prenez AB =; y", rous aurez AC=:& 

— AB = \-f; et si vous prenez AB' = hf, voua 

aurez AC'^i — AB' =: f. D'où il suit que les deux 

triangles BAC , B'AC , ont un angle A compris entre 
côtés égaux chacun à chacun , et sont par conséquent 
parfaitement égaux. 
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28. Problème XII. Mener par Sangle A (Fig, 20) d' 
qtiarrê ABCD une droite AF , telle quen prolongeant la 
côté DC , la partie EF soù égale à une ligne donnée fa. 

Imaginons que du point F on mené perpendiculairement 
à AF la droite FM , qui rencontre en M le prolongement 
de AB; et la droite FO perpendiculaire à AM. Nommons a 
l'un des càtès du quarré donné ABCD ; et les incon- 
nues BM, x; FM, 7. 

Cela posé , les deux triangles rectangles FOM , ABE , 
ayant tous les angles égaux chacun' à chacun , et les cùiés 
FO , AB , égaux , sont parfaitement égaux. Donc AE = 
FM^y; et par conséquent AF ^ AE + EF^^ + i. Et 
comme le triangle rectangle AFM donne (AM)'^= (AF)' 
' + (FM)' , on aura (a + xy = {y + b)' -\-yy , ou bien , 

I. aa + 3.ax + xx^2,yy+ zhy -h Itb. 

De plus les triangles rectangles semblables ABE, AFM ^ 
donnent AB (a) : AE (y) :: AF {y + h) : AM {a + a.) , et 
par conséquent aa 4- ax=yy -\- by , ou bien , en multi- 
pliant tout par 2, 

II. zaa-k- !iax:=iZyy-i-2hy. 

Retranchant l'équation II de l'équation I , on aura 

XX — aa = bb , ou xx = aa -h bb ; ce qui donne 

a7=+^^ [aa-^bb) , et la construction suivante. 

Prenez une ligne BM (Fig. ai) égale à l'hypoténuse 
d'un triangle rectangle qui a pour côtés conligus à l'angle 
droit les lignes données a et b. Sur AM , comme dia- 
mètre , décrivez un demi-cercle AHM , qui coupera la 
droite DC aux points F, E'j qui satisfont l'un et l'autre 
au problème ; en sorte que , menant les droites A_EF , AF'E' , 
on a, EF ou E'F'=:è. Ces deux lignes EF , E'F', répondent 
à la racine positive x^ -h l/" {aa + bb). Car, suivant la 
solution précédente , la droite AM , qui a pour valeur 
AB + X , ou a + 1/ ( ûa + è& ) , doit être l'hypoténuse 
d'un triangle qui a le sommet de l'angle droit placé sur la 
droite DCF; d'oii il suit que ce sommet est l'un ou l'autre 
des deux points d'intersection de DCF avec la demi-circon- 
férence AIIM. Ainsi chacun des deux triangles rectan- 
18. 

i 
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gles AFM , AF'M , parfaitement égaux , satisfait k cette coi 
dition ; et chacune des deux lignes EF , E'F' , e»t nécessi 
rement égale à l>. 

Si on veut avoir la construction qui se rapporte à la ra- 
cine négative x := — y' (aa + bb) , on prendra , à gauche 
de B , la droite BM'=BM; sur AM' comme diamètre 
on décrira im deniî-cercle AH'M' ; on prolongera CD vei» 
Z ; par les points d'intersection f, f , de cette ligne avec 
la demi-circonférence AH'M' , et par le point A , on mè- 
nera les droitesyAe,y"'Ae' , terminées par le prolonge- 
ment de CB : ces lignes répondront k la racine négative 
a;= — 1/ {aa ■+■ bb). Car si, au lieu de supposer dans la 
Solution précédente que la droite donnée b , qui doit tou- 
jours passer par le point A , et se terminer aux droites E'e ' , 
FZ, tombe dans l'angle BAD , on suppose qu'elle tombe 
hors de cet angle, et qu'elle soit/Ae ou/'Ae' ; alors, ea 
prenant B'M pour inconnue, et imaginant que du point 
M' on ait mené M'y"ouM'y perpendiculaire à yAe ou 
/'Ae' , on voit que AM' , qui a pour valeur BM' — AB, 
ou BM — AB , ou t/ {aa + bb) — a, doit être l'hypoté- 
nuse d'un triangle rectangle qui a le sommet de l'angle 
droit placé sur la droite CDZ. Ainsi ce sommet est l'un 
ou l'autre point /" ou /' , intersection de la droite CDZ 
avec la demi-circonférence AH'M'; et chacune des lignes 
yAe,yAe', est encore égale à b, 

29. Remarque. On voit qu'en général le problème a 
quatre solutions. En effet , aux deux valeurs de x ré- 
pondent quatre valeurs de y , savoir AE, AE', Ae, Ae'. 
Car , puisqu'on a trouvé aa + ax-=.yy + by , on aura , 
en mettant successivement pour x ses deux valeurs , et 
dégageant^,. 

^ = — - + V/[-- + aa + ai/' (aa + bb)], 

y== — - — \^i^-haa-i-ai/(,aa~i-bb)]. 
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Les deux premières valeurs de_j- sont toujours réelles; 
mais les deux autres peuvent être imaginaires , et elles le 
«ont toujours en même temps. Cela arrive lorsque la quan- 
tité — + aa est moindre que la quantité a ]/ {aa + bb) , 
ou lorsqu'on a bb < Saa. Alors le demi-cercle AH' M' tom- 
be tout entier au-dessous de CZ , et les points d'intersec- 
tion /"ety de CZ avec la demi-circonférence AH'M' de- 
viennent imaginaires ; car , puisqu'on a ià < 8 aa , il est 

t ■ . ^T3< ■ 1 V C «a+hh ) — o 
clair que le rayon TH' , qui a pour valeur ^ , 

est moindre que a. 

Si on aToit ^— -i- aa :^= a i^/ (aa + bb) , les deux der- 

4 

nieres valeurs de y seroient égales , et les deux points / 

ety viendroient se confondre en un seul et même point 

H' oùIadroiteCZtoucheroit la demi-circonférence AH'M'. 

3o. Problème XIII. Déterminer toutes les dimensions 
d'un triangle ABC (Fig. 22), en supposant que l'oncon- 
naisse sa hauteur BD, et les rayons OA^ VH, tle deifx 
cercles , dont l'un lui est circonscrit , et l'autre lui est 
inscrit. 

Du centre V du cercle inscrit je mené aux points d'at- 
touchement de ce cercle , avec les côtés AC , AB , BC , du 
triangle , les rayons VR , VM , VH , lesquels sont perpen- 
diculaires à ces eûtes ; par le même point V et par le som- 
met B du triangle , je mené la droite BVZ , qui rencontre 
en Z la circonférence du cercle circonscrit ; enfin je tire 
Je rayon OZ et la corde CZ. 

a hauteur BD a ^ 

V le rayon VR du cercle inscrit b. 

Nommons / le rayon OZ du cercle circonscrit . , , c , 

I la base AC du triangle x, 

. BH y. 

On aura d'abord — pour la valeur de l'aire du triangU 
ABC. 
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D'un autre côté cette même aire a pour expreessîon 

( Géom. âSo ) la moitié du produit du périmètre du.. 

triangle par le rayon du cercle inscrit , c'est - à - dire 

(AC + AB + BOxVR ^ . 1 mur nxj A An 
-. Or . à cause de BM= BH . de AR = 

AM, deCR=CH, on aura AC + AB-f- BC, ou ACh- 
AM-hMB -H BH+HC= AC-+- AR+BH -+- BH + CR 

An L «u . T^ (AC-+-AB + BC) X VR 
= 2AG -4- 2BH = aar 4- zy. Donc ^ 

= feo; -J- by. Egalant entre elles les deux valeurs de Taire du 
triangle^ on aura l'équation 



I. — ==: bx 'i^ by , ou aoc =z zbx + zbjr. 

L'angle ABC étant divisé en deuxparties égales parla droite 
BZ, le point Z est le milieu de l'arc AZC, et le rayon OZ est 
perpendiculaire sur le milieu de la corde AC. Donc CQ ou 

AQ =: ^, QOs= 1/ (ce- î^), QZ= OZ - OQ = c- 

|/(cc — -r-). Les triangles rectangles semblables BHV, CQZ, 

donnent QZ[c—v/ Çcc — ^)] :CQ(-^) :: VH (è) : 
BH (y); d'où l'on tire l'équation , 

XX ùx 

n.cjr—jr^/(cc —)z=—. 

Si dans cette équation on met pour ^ sa valeur — ^j— 
donnée par l'équation I, on aura 

XX _ 

(ax — 2,bx) X [cw-s/ (ce j')j=bx; 

ce qui donne xz=:± ^ZT^ ' 

et conséquemment^= dtz \/ (zac — ^bc — bb). 

La base x du triangle étant coimue^ nous pouvons le con- 
struire de la manière suivante. 

Ayant pris sur le diamètre AM (Fig. a3) du grand cercle 
la partie AF = a — zb , et ayant élevé aupoint F la perpen- 
diculaire FI, soit tirée la corde AI, sur laquelle, comme dia- 
mètre , on décrira le demi-cercle AFL Soit inscrite dans ce 
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demi- cercle la corde IL = £",61 soit tiiée la corde LA, qu'on 
prolongera indéfini ment veis K. Si on joint les points L et F 
par la droite LF , et si , ayant pris AP ^ 2i , on mené par le 
point P la droite PK parallèle à FL, on aura AK :^ a: = 

~-7 ■ Car Al étant moyenne proportionnelle 

€ntreAM(ac)etAF(a — 20), ona(AI)'=aûc— 4/>c;et, 
à cause du triangle rectangle ALI , AL ^ i/ [ C AI)' — OL)'] 
=^\/(2ac — ^lic — bb). Or, à cause des parallèles FL, PK, 
on aïa proportion, AF(û — zb) : AL[vX(aflc — 4ic — bb)] 
:: AP(2i): AK= ^>- ■^ C^"^-^^^'^ - ''>') _ ^^^^^ ^j^ ^^^ ^^^j^ ^ 

la base du triangle ; et par conséquent , en inscrivant dans le 
grand cercle la corde AC égale à AK , nous aurons la base AG 
de notre triangle. Par un point quelconque C de cette base 
soit élevée une perpendiculaire CS =:^ n ; et par le point S soit 
menée parallèlement à CA la droite SB'B, qui rencontrera 
la circonférence du grand cercle au\ points B et B', qu'on 
pourra prendre chacun indifféremment pour le sommet du 
triangle cherché ABC ou AB'C. Ces deux triangles, qui sont 
parfaitement égaux , satisfont l'un et l'autre aux râleurs posi- 
tives de x et de_j'. La construction est la même pour les va- 
leurs négatives, qui ne difl'erent des positives que par la situa- 
tion respective des lignes. 

Je n'ai pas besoin de faire observer, puisque nos équa- 
tions le disent assez , que le problème seroit impossible si on 
avoit zac < i\bc-i~bù. 

3j. Reinarque I. Quoique la conatrnction précédente 
ne soit pas fort composée , on peut en donner une autre 
qui est bien plus simple. Pour cela, observons qu'à cause 

deQZ=c— y^Ccc— ^), et de féquatiou C ~^^'"' ) X 

Par où l'on voit que la valeiu- de QZ est une troisième pro- 
portionnelle aux lignes a — zb et b. Cette valeur étant détei^ 
minée (Géom. 167), menez du centre Ç du grand cercle le 
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rayon CZ à un point Z choisi arbitrairement sur la circonfé- 
rence ; prenez sur ce rayon la partie ZQ ;= la valeur qu'on tf 
trouvée pour cette partie ; élevez par le point Q , sur CZ , la 
perpendiculaire AC, qui, étant prolongée départ et d'autre 
donne la base AC du triangle. Le reste de la construction 
s'achève comme ci-dessus. 

On voit par-là qu'il est avantageux d'examiner et de «hoi- 
sîr pour base de la construction la ligne qui mené au but pal* 
le chemin le plus court. 

3a. Remarque II. 11 est encore plus important de bi 
choisir l'incomme qui doit servir de base au calcul. Si oti 
avoitpris poiir inconnue le segment AD, ou quelque autre 
ligne analogue, l'équation finale auroit été d'un degré plu» 
élevée. Car soit {Fig. sa) l'inconnue AD=£, et gardons 
les mêmes dénominations que ci-dessus. Du centre O du 
cercle circonscrit menons ON perpendiculaire k AB : on aura 

AN=^=^ï^^^^tfl', 0N=i/[COA)'— (AN)"] 

''^^'^'^ ~'"'~"',CD = AC — AD =:a: — ^. Cela posé, le>. 
triangles rectangles semblables CDB, ONA, donnent, CD 



^gcc-iu, 



(:c^z) :DB(a):; 0N[ 
D'où l'on tire , en quarrant chaque terme , faisant le produit 
des extrêmes et celui des moyens, et ordonnant l'équatîoa 
|)ar rapport à z, 

^ — zxz'~[-zaa\ s' — zà'xz-i- a^x' ^ 

-^- XX) 4- a* ; 

4-4û'c' ) 

On voit qu'à un même x répondent quatre z. En effet 
(Fig. 23 ) l'inconnue z peut représenter également le seg- 
ment DA, ou le segment DC, ou le segment D'A, ou le 
segment D'C; car, quelque soit celui de ces segments qu'on 
prenne pour inconnue , cette inconnue se combinera tou- 
jours de la même manière avec les quantités données, et on 
parviendra toujours à la même équation finale. 
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33. Remarque III, De là nous tirons cette règle génërale 
pour parvenir à des équations qui soient les plus simples qu'il 
est possible. Si dans une question géométiique il se trouve 
deux quantités inconnues, qui aient avec les quantités don- 
nées une relation telle qu'en prenant l'une ou l'autre pour 
inconnue , l'équation finale soit de la même espèce ; ou si , 
en faisant entrer ces deux quantités dans le calcul, les termes 
oi elles se trouvent sont semblables, à quelques différences 
près dans les signes qui les précèdent ; alors il ne faut prendre 
pour inconnue ni lune ni l'autre quantité , mais il faut choisir 
pour inconnue une autre quantité qui s'y rapporte sembla- 
blement. Voilà pourquoi) dans l'exemple précédent, au lieu 
de prendre pour inconnue l'un des segments de la base , U 
convient plutôt de prendre pour inconnue la base AC , qui 
se rapporte semblablement à ces segments. Nous avons fait 
usage de cette règle dans quelques uns des problèmes que 
nous venons de résoudre , et on en reconnoîtra également 
i'utilité dans ceux qu'on pourra se proposer, 

34. Scholie. Les problèmes précédents me paroissent suf- 
fire pour mettre un lecteur intelligent en état de s'exercer 
sur d'autres questions de même nature. D'ailleurs on trouvera 
encore dans la suite de ce traité différentes applications de 
l'algèbre à la géométrie, lesquelles feront connoître de plus 
en plus l'esprit et le choix des moyens qu'on doit employer 
pour allier ces deux sciences. Je finis par donner ici la con- 
struction générale des équations des deux premiers degrés. 
L'ordre sembloit demander que je commençasse par expli- 
quer la manière de construire les équations avant que da 
donner des problèmes , puisqu'on ne peut tirer aucune ex- 
pression géométrique de l'équation finale d'un problème st 
on ne sait pas la construire. Mais je n'ai pas voulu débuter 
par des règles générales , qu'on a toujours de la peine à con-* 
revoir distinctement si elles ne sont accompagnées de quel- 
gués applications , et j'ai préféré de donner des constructions 
particulières à la suite de chaque problème particulier. Main- 
tenant qu'on voit clairement le but des constructions , voicj 
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en peu de mots la méthode de construire en général let 
ëqitations des deux premiers degrés , ou , ce qui revient ai 
même, les quantités rationnelles et les radicaux du secoiu 
degré. 

Construction générale des équations du premieff 



35. Qu'on ait d'abord à construire l'équation ,t = 

on cherchera une quatrième proportionnelle aux trois ligne 

Qu*onaît:j:=r — : on cherchera, comme dans l'exemple 

précédent, la valeur de—. Nommons/" cette valeur; il s'a- 

pra de construire -j ; ce qui se fera en cherchant une qua- 
trième proportionnelle aux trois lignes d , f,e. 

Ainsi de suite , si les termes de la fraction avoîent un plui 
{prand nombre de dimensions. 

Si la valeur de l'inconnue étoit composée de plusieun 

f - 1 . "i> fé^ mnpq 

fractions ; par exemple , si on avoit x-=. 1- -7— , 

on chercheroît successivement les valeurs de toutes ces frao- 
tîons , et on les Juindroit ensemble avec les signes convena- 
bles : cet assemblage seroit la valeur de x. 

36. Les mêmes moyens servent à transTormcr un rectan- 
gle en un autre dont un côté soit domiéj un solide en un 
autre dont deux côtés soient donnés , im produit de quatre 
dimensions en un autre dont trois dimensions soient don- 
nées, etc. Car soit, par exemple, le quatre i& qu'on veut 
transformer en un rectangle qui ait la lettre arbitraire *ï pour 
i'unde ses côtés; je divise i6 par a, ce qui donne pour quo- 

bb 
ttent — ; et je cherche par la méthode précédente ime ligna 

^gale à — . Nommons m cette ligne , nous aurons — ^ m ^ 
et par conséquent hh = am. 
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Si <A ayoitj^ à transformer ^ de ilianiere que le non- 
yeau solide contînt ab , on chercheroit une ligne n égale à 

—j-, et l'on auroit "T = '^ \> «t par conséquent ffc = 
/lui. etc. 

37. Supposons maintenant qu'on ait à construire une 
fraction dont le dénominateur soit complexe , on s^y pren- 
dra comme, dans les exemples suivants. 

Soit X = -TTT — • i^ transforme Pun des termes du dé- 

nominateur ^ par exemple ce j^ en un autre qui contienne la 
lettre è, en sorte/ qu'on ait cc=ibm , et par conséquent 



a^ . a^ a 



X = , , . , ■ = -7- X r~: — • J^ cherche la valeur du facteur 
-7-^ et je la nomme n; ce qui donne 0?= ,^^^ ; et con- 



m 



sidérant b -\-7n comme une seule ligne , je cherche une qua- 
trième proportionnelle à cette ligne et aux deux lignes n et a :- 
cette quatrième proportionnelle est la valeur de x. 

38. Soit X = , ,, : je transforme le terme b^ du' 

dénominateur en un autre aan , ce qui donne x = 

P c f- f c f- 

= — X — X — 7—. Je cherche la valeur de — , 



a^ '\' aan a a a-\-n a 

c 

et je la nomme m ; je cherche la valeur de—, et je la 

nomme p; enfin ie cherche la valeur de — : — . et c est celle 
de or. 

bcA 
39. Soit X =: . ^^^^^^i^ : on fera hk = gn,lm=gq , 

• j bcd bc d 

ce qm donne x = ■ ; z= --- x — : : — . Alors. 

il ne s'agit plus que de chercher d'abord une quatrième 
proportionnelle ( que je nomme p ) aux trois lignes re-^ 
présentées par ff, b, c; et ensuite une quatrième propor* 
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f tîonnelle aux trois lignes repréaentëes par g 



Oq opérera d'une manière semblable pour les cas où !• 

dénominateur de la fraction contieudroit un plus grand< 

ibre de ternies , quelles que soient d'ailleurs les dimen- 

«ons de ces termes. 



40. Si le numérateur de la fraction étoit complexe ; par) 
exemple si on aroit x =~ 



qoantlté , x = 77- — -t —r, ttt 

Alors il ne s'agit plus que dn construire , comme on vient 
de l'explîcjuer, toutes les parties de cette quantité, et d' 
■embler leurs valeui-s avec les sigaes qui précèdent les 
termes du numérateur de la fraction proposée. 

41. Si la valeur de l'inconnue est composée de différentea 

a'+c'-M' (gh-lr-mn-fi) 

tractions ; par exemple si on aa: = , j, ,. ^777;; *. 

on cherchera successivement les valeurs des deux parties 
du second membre , et on retranchera la seconde valeur 
de la première. 

42. Nous observerons que , dans certains cas qui parois— ! 
sent se rapporter au précédent , on jieut se dispenser d(^;, 
recourir aux transformations que nous avons employées. 
Les cas dont je veux parler sont ceux où le numérateur ef 
le dénominateur peuvent se décomposer en facteurs d'une 

. aai — anmi-t-m'i. 

dimension.^ Soit , par exemple , x = ZÔ^^ 

J'observe que cette quantité est la même chose que x = 

*(o— m)' i(<i — m) a — m ... , , 

:; ; ,ou:c= — X - — "- Amsi, pour avoir La 

(a+e) (a— e)' o+e a — c "^ 

valeur de a;, la question est de chercher d'abord ime qua- 
trième proportionnelle (que je nomme n) aux trois lignet 
représentées par a + c, ù , a — m , et ensuite une qu^' 
trieme proportionnelle aux trois lignes représentées par 
a. — c, n, a — m. 
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45. Souvent on peut abréger la construction d'une quan- 
tité rationnelle , et lui donner de l'élégance par le moyen 
des propriétés du cercle ou du tiîangle rectangle. £n voici 
quelques exemples. 

44- Soit a: =: ; sur AD = i m- c , comme dia- 
mètre (Fig. a4)) je décris le demi-cercle ACD; puis, ayant 
pris AB^&, et ayant élevé la perpendiculaire BC, je tire 
les deux cordes AG , CD ; je prends sur CD , prolongée 
s'il étoît nécessaire , la partie CE = flj et ayant mené la 
droite AE, jéleve à l'extrémité A de cette ligne la per- 
pendiculaire AF , qui rencontre en F la corde DC prolon- 
gée : alors la partie CF est la râleur de x. Car (Géom. 190) 
(AC)' = AB X AD =/*{* + £) = iè + ic, et par consé- 
quent AC= \/^ [bb + lie]. Or, à cause des triangles rec- 
tangles semblables ACE, FCA, on a la proportion conti- 
nue-^ EC(fl}:ACCi/[A6 + èc]) : CF^^^^ti^^x, 



45. Soit X = : je construis un triangle ACD 

(Fîg. 25) rectangle en C , dont le côté CA=fl, le côté 
CD=6 , et par conséquent l'hypoténuse AD 3:: 1/ [au+bb]. 
Sxir CD je prends CE=m ; et ayant prolongé CA ver» 
M , de manière que CM =1 AD , }e joins les points E et 
M par la droite EM , sur laquelle j'élève la perpendicu- 
laire MF , qui rencontre en F le prolongement de DC : 
alors CF est ta valeur de a:. Car CM = AD= i/faa+ii], 
et on a la proportion continue -^ CE (tti) ; CM (l/ [aa -h 

46. Soit a: cr: : je construis lui triangle rectangle 

ACD {Fig. 26), dont l'hypoténuse AD=a, le côté CD 
:^è, et par conséquent le côté ACr^y' [aa — bb]. Je 
fais CE::=m; je joins les pointsE et A par la-droite EA, 
à l'extrémité de laquelle j'élève la perpendiculaire AF , 
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qui rencontre DC prolongée en F; et CF est la valeui 
de X. 

47. On doit observer que l'expression d'une ligne étant 
nécessairement d'une seule dimension , si la quantité qu'on 
donne pour représenter une ligne n'est pas assujettie k 
cette loi , on doit commencer par l'y ramener , en la mul- 
tipliant OU en la divisant par tuie puïssanee convenable 
d'une ligne sous-entendue ou choisie arbitrairement pour 

unité. Soit , par exemple , x ^ ~-7- , quantité dans la- 
quelle a , b , c , d , X , expriment chacune une lignei 
"Commela fraction -^ est de dimension nulle , ou repré- 
sente tm nombre absolu , attendu que le quotient du pro^ 
duit ab , qui est de deux dimensions, divisé par le produit 
câ de même nature, ne peut être qu'un nombre abstrait, 
il y a ime ligne prise pour unité , qui est sous-entendue 
Soit m, cette ligne , el multiplions la fraction —j par m , eâ 

, , , tnab 

qui n en change pas la valeur ; nous aurons x = —j- 

quantité d'une dimension , qui se construit comme nout 
l'avons expliqué. 

Si on avoit x = -- - _ — ^ , on prendroit m pour unité , 
et on réduiroit cette quantité à la forme x ■= -, — r, 

^ c'-t-egn-hAni" 

en multipliant son numérateur par Tn' , le second terme 
de son dénominateur par rn, et le troisième par m'. 
Ainsi des autres. 



Construction générale des équations du second degré. 



f Ifi. Toutes les équations du second degré peuvent être 

représentées par xx :^ ax it. bc ^= o , ou par xx±ax± 

^^^ 4d^=.a , en transformant le rectangle bc en un quatre 'f'/. 

^^L Cette équation donne les quatre formules. 
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II, a:a: — fl^ — A/a=o,oujiî= H ^± v^f--- + A?)* 

â 4 

III. a?a:-f-ûjc-f- ddzzio. ouâ^ = itv/'C-— — ^lW)• 

2 4 

IV, XX — ax-hddzz^o, oua:= -f- — db:v/(-T A/)* 

Dans les constructions que nous allons donner de cet 
formules^ nous supposerons que ks quantités positives^ront 
de gauche à droite , et que par conséquent les quantités 
négatives vont de droite à gauche. 

Pour construire les deux premières, faites un triangle 

ABC (Fig. 27) rectangle en B, dans lequel BA =— », 

on 

BC = d, et par conséquent AC r=: \/ (— 4- dd)* Prenei 

de part et d'autre du point A les lignes AO., AM,MK, 
égales chacune à AB, et MN égale à AC ; vous aures 



aa , . a 
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MC=^ y/ (— + dd) + - } p^„^i^ 

iTTVT T y f^ M jj\ ^ 1 V ^* formule. 

YLN = —[]/{—'{- dd) — —]\^ 

De même pour construire les deux dernières formides 
(dans lesquelles je suppose— >.dd,, afin que ces for- 
mules soient réelles), faites un triangle rectangle ABC 
(Fig, 28), dont Thypoténuse AC = — , le côté BC = 

£?, et par conséquent le côté AB = \/ (-7 dd\ Prenex 

chacune des trois lignes AO, AM, MK^ égale à AB/ et 
la ligne MN = AC; vous aurex 



/ 



[ ^ ^- ^^ (^ _ JJM ( 3- formule. 



-dd)]\ 



KN = _ 
AN = — 
MC= + 
OC= + ■^ — </{^ — dd) 



formule. 
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CHAPITRE III. 

fiés problêmes indéterminés à deucc ■variables; de» 
lignes courbes en. général. 

49. i-izs quantités inconnues qui entrer» dans l'équatioj 
Ën^e d'un problême indéterminé s'appellent ordinaire- 
ment quantités ■variables, parcequ'elles sont sujettes à 
changer, et qu'en donnant successivement différentes va- 
leurs à l'une , les autres ont aussi différentes valeurs corres- 
pondantes. On appelle quantités constantes celles qui de- 
meurent toujours les mêmes pendant que les précédente» 
varient. 

5o. Lorsqu'une équation ne contient que deux variables, 
avec tel nombre de quantités constantes qu'on voudra , 
elle peut toujours être censée exprimer fa nature d'uni 
courbe décrite sur un plim , dans le sens que nous aUoa| 
expliquer tout-à- l'heure. 

Les équations où il entre trois variables représentent, 
en général, des surfaces courbes; et leur construction géOM 
métrique appartient à la théorie des courbes à double coui 
bure, c'est-à-dire des courbes qui le sont en deux sens j 
et qui ne peuvent pas être tracées sur un seul et méi 
plan. Je ne parlerai pas de ces équations ni de celles 1; 
contiendroient un plus grand nombre de variables. 
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5i . Toute ligne j soit droite , soit courbe , peut être con- 
sidërée comme décrite par le mouvement d'un point dans 
l'espace. Si le point suit toujours la même direction , i[ 
décrit une ligne droite ; s'il change continuellement de 
direction , il décrit une ligue courbe. On a une idée très 
claire de la ligne droite, et on n'éprouve aucune dîfGcuIti 
à la décrire. Mais pour se représenter distinctement la trace 
on la courbe décrite par un point dont la direction change 
sans cesse , on détermine à chaque instant la position du 
point mobile par rapport à deux lignes droites fixes, delà 
manière suivante. 

Sa. Problème I. Trouver l'èquadon d'une courbe décrite 
sur un plan, suif ant une loi donnée. 

Soit OMK ( Fig. ag ) la courbe dont il s'agit. Je mené dans 
le plan de cette courbe deux droites indéfinies AZ , AQ , qui 
concourent, sous un angle arbitraire, mais donné, en un 
point déterminé A. Ensuite , ayant tiré d'un point quelconque 
M de la courbe la droite MP parallèle à AQ , et qui déter- 
mine sur AZ une partie AP, j'exprime, par une équation 
qui se déduit de la loi suivant laquelle la courbe est décrite , 
la relation des droites AP, PM ; et cette équation s'appelle 
l'équation de la courbe proposée. 

On nomme les droites AP , les abscisses ; les droites PM , 
les ordonnées ; l'abscisse AP et l'ordonnée PM , qui répon- 
dent à un même point M de la courbe , les coordonnées ; la 
droite AZ , Vaxe des abscisses , ou simplement Vaxe ; la 
droite AQ, Vaxe des ordonnées ; l'angle ZAQ, l'angle des 
coordonnées ; le point fixe A , X origine des coordonnées , ou 
simplement V origine. 

53. Exeniple I. Soit un cercle X ( Fig. 3o ) , dont on pro- 
pose d'exprimer la nature par une équation. 

Je choisis, sur le plan de ce cercle , le point fixe A, par 
lequel je mené , sous un angle connu , les deux axes AZ , AQ , 
auxquels je me propose de rapporter tous les points de la 
circonférence. Puis , ayant pris sur AZ , l'abscisse quelconque 
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AP y je mené parallèlement à AQ l'ordonnée correspondante 
PM y qui y prolongée vers m , rencontre en R le diamètre 
BD , que je suppose parallèle à AZ. Suivant Tarticle précé- 
dent^ il faut déduire de la propriété du cercle^ et représenter 
par une équation^ la relation des droites AP, PM.Pour cela 
on mènera par le point M la droite YMO perpendiculaire 
aux droites AZ , BD ; et Ton tirera par l'extrémité B du dia- 
mètre la droite BT parallèle à AQ. Ensuite on observera que 
le cercle X étant donné de grandeur, et sa position dans 
TauglePAQdes coordonnées étant aussi donnée , le diamètre 
BD , les lignes AT , TB , le sinus de l'angle MPO , ou de son 
égal MRV, sont des quantités toutes connues , et toujours 
constantes, en quelque endroit de la circonférence que soit 
placé le point M. Mais les coordonnées AP, PM, sont indé- 
terminées ; et les raisonnements qu'on fera pour trouver Vé- 
quation qui doit exprimer la relation de ces lignes avec les 
autres ne doivent pas convenir seulement à un point déter- 
miné de la circonférence , mais être applicables à tous en 
général. Cela posé , 

BD. . .' . =à, 

AT. ... . =*, 

TB . =c, 

le rayon ou le sintis total • - . . . • = 1 , 
Soient [ le sinus de l'angle MPO, ou de l'angle MRV, = p , 
son cosinus , ou le sinus de chacun dés angles 

PMO,RMV, ... =y, 

l'abscisse AP =a;, 

l'ordonnée PM =^, 

On aura ( Géom. 460 ) VM =RM x -f = ( PR — PM ) 

X /;=(TB— PM) X;k?=;;(c— j^), VR=y(c~jr).Donc, 
BV=BR— VR=TP— VR=AP— AT— Vfl = a? — fc— 
^(f— J')^etVD=BD— BV=fl— a?+.i-f.^(c— j). Or 
(.Qéom. igo) on a, pour tous les points M. de la cir- 
cônCérence, (VMy = BV xVD. Donc, en. mettant dans 
cette équation , à la place des lignes , leurs valeurs algé- 
briques , pçi aura;?'(c— ^)"= [x—b^ij {c—f)] x [a — 
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a: + i + ^ (c — y) ] , OU bien , /?' [à -^y)* = ax — xx + 2J)x 

— ab — ^Z> H- {^qx — 2,bq — aq) X (c-— j) — ^' (c — ^f) " , ou 
h\en(p"+q^)x{c—yy=^ax — XT-^2,bx — ab — bb'\'{2.qx 

— 2,bq — aq) (c — y), ou bien encore ( en observant que p*+> 
q^=i , et mettant tout d'un même côté ) , 

(A ) (c —y)* -+- (c — y) ( a^bq -h^q — zqx ) — ax+xx — 
zbx^ab-i^bb=LOi 

Cette équation exprime en général' la nature du cercle rap- 
porté aux coordonnées AP et PM; et on voit qu'en donnant 
différentes valeurs à a: , on aura les valeurs correspondante» 
de j ; et réciproquement. Aune même valeur de x répondent 
deux valeurs de y; Tune de fce3 valeurs exprime l'ordonnée 
PM, l'autre l'ordonnée Pm; car quoiqu'on n'ait cherché que 
la relation dç AP t?t de PM, il est clair qu'on auroit trouvé 
de même la relation de AP et de Pm , et que cette relation 
auroit été exprimée par la même équation. Il n'y a donc 
pas de raison pour que y exprime plutôt PM que Fm, et 
conséquemment elle doit exprimer l'une et Tautre ligne , 
et avoir ainsi deux valeurs correspondantes à une même 
abscisse AP. 

• • • * * 

54« Corollaire I. Si , au lieu de supposer que l'angle QAZ 
des coordonnées est oblique/ on supposoit qu'il fût droit 
( Fig. 3 1 ) , l'équation se simplifieroit ; tar alors ,/?=!, ^=0; 
et par conséquent l'équation (A) devîendroit, 

(B) yy — ^cy — ax-^xx — 2,bx-^cC'-\-ab+ bbzzz o. 

II, Si, l'angle des coordonnées étant droit, on suppose 
de plus (Fig. 3a ) que l'origine A tombe sur le point T; alors 
b devient zéro, et l'équation (B) devient, 
(C) yy — zcy — ûa?+a?a?-4-cc=o. 

///. Si, Tarigle des coordonnées étant droit, et la quantité 
b égale à zéro , on suppose de plus que l'origine A tombe sur 
le point B( Fig. 35); alors c devient zéro^ et l'équation (C) 

devient , 

(D) yy -^ax^xxzzzq. 

On voit, par les différentes équations (A), (B), (C), (D), 
comment le cercle , sans changer de grandeur et déposition . 

19. 
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peut être rapporté à différents axes . Il en est de même pooi 
tout autre courbe. Cette transformation des axes est extr' 
memeot utile dans la théorie des courbes , et nous en verroj 
plusieurs usages. 

55. Exemple II. Trom'er l'équation de la courbe OMl 
(Fig. 34)3 décrite par un point M donné sur une 
BC i/ui se meut dans l'angle droit QAZ , de manière que 
point B glisse le long de QA , tandis que le point C glisse 
long de AZ. 

Je prends AZ. pour l'axe des abscisses, AQ pour celui de» 
ordonnées, La règle BC étant dans une position quelconquCj 
du point décrivant M je mené MP perpendiculaire àAZ, et 
MN perpendiculaire à AQ. Les droites MB, MC, conser- 
vent toujours la même lougueur, pendant le mouvement dé; 
la règle, mais les coordonnées AP et PM varient continuel-' 
lement. 

(-MB =a, 

„ . > MC =b. 

Soient j^p ^^^ 

( PM =y, . 

Il est clair qu'on aura BN^i/ {aa — xx). Les triangles 
semblables CPM, MNB, donnent CM {b) : MP (y) :: Mfi 
(a) : BN [ \/ iaa — xx )]; d'où l'on tire l'équation 
bi/ {aa — a;x):= ay , ou bien, en faisant disparoître la 
radical^ et ordonnant par rapport kjr, 

yy-^ ^ J — = o> 

qui est l'équation cherchée. En donnant à x différentes va- 
leurs , on aura les valeurs correspondantes de_^ ; et récipro- 
quement. 

56. Exemple !1I. Trouver l'équation de la cowrfeAMBN 
(Fig. 35 ), qui se forme sur la surface d'un cône droit ou 
ohlique, coupé par un plan AMBN, perpendiculaire au 
plan triangulaire HSK , qui partage le cane en deuxpartie» 
égales et semblables. 
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Je prends les abscisses AP sur la section commune AB des 
deux plans AMBN , HSK, et je mené les ordonnées perpen- 
diculaires PM correspondantes. Par le point P, je mené paral- 
lèlement à la base HRKT du cône ou perpendiculairement 
au triangle HSK , le plan a^bf, qui rencontre le plan AMBN 
suivant PM ; et par le même point P je tire du sommet S, à la 
base f la droite SPV . Cela posé , toutes les dimensions du cône 
étant données , et la situation du plan sécant AMBN étant 
aussi donnée , le côté SH ^ le diamètre HK ^ la portion SA de 
côté , les angles AaP, APa , PAa , et , ce qui en est une suite , 
le rapport des lignes AP et Aa , celui des lignes AP et 
aP, sont des quantités données et toujours constantes. 
Mais à mesure que l'abscisse AP varie , l'ordonnée PM varie 
aussi. 

SH =«, 

HK = J , 

SA =c. 

Soient /^^''^PP^^^^^ ^P^^^'^" AI > ...='" 



n ' 



A P m 

lerapport de AP àaP,ou— jr, . . . = — , 
AP =a?. 



PM*^. 



=y* 



Onaiu'aAa= — , Sa==SA-f-Aa = cH ,aP=— . Les 

m mm 



triangles semblables SaP, SHV, donnent Sa ( c~\ ) : aP 

( — ) :: SH(a) : HV= -^-.DoncVK=HK— HV=i— 
— — — . D'un autre côté on a (Gébm. 1S2) HV( — 7 ) : 

VK(* ?e^)::aP(^^):Pi=!::îî±ffLi:^. 

mc-^nx ' ^ m' ma 

Maintenant, la section aMft^ étant parallèle à la base du 
cône, et étant par conséquent un cercle, on a (PM)* = 
aPx Pi. Donc, en mettant poiu* ces lignes leurs valeurs 

algébnques, on aurai équation^/ =:— x ( — ) > 

ou bien 
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bripx* — ap* X* ■+- bmcpx 

yy-^ -^' — — )=o. , 

qui est Fëquatioii demandée. 

On trouveroit encore une équation du second degi é y si le 
plan sécant AMBN n'étoit pas perpendiculaire au plan du 
triangle SHK. Ce cas se résoudra sans peine y en abaissant 
alors des points M des perpendiculaires sur le plan HSK y et 
menant par les points de rencontre des parallèles à AB et au 
diamètre HK. Je me contente de donner cette ouverture aux 
lecteurs qui voudront s'exercer sur ce problème. 

67. Exemple IV. Trouver V équation de la courbe OMK 
(Fig. 36) , dont la propriété est telle que , menant d^un 
point fixe A, donné de position par rapport à une ligne 
CD , des droites AO y AM , à tous ses points , chacune des 
parties CO y EM y de ces lignes soit égale à une quantité 
donnée a. 

• > • • • 

Je mené par le point fixe A , et parallèlement à CD , la 
droite AZ y sur laquelle Je prends les abscisses AP ; et y 
ayant tiré les droites OA,.MP, perpendiculaires à Taxe 
AZ, je nomme AC, by AP, x; PM, y. Cela posé, les 
triangles semblables APM> ECA, nous donneront, PM ( j) : 

AM{\/ {XX ^ yy)) :: AC (^) : ÀÈ = ^^^^^t22:^.Or, 

d'un autre cAté ona AE = AM — EM=\/(a;^H- j-j^) — a. 
Ainsi , en égalant entre elles les deux valeurs de AE , on 

aura i équation •; z=.\/ {^xx '+'yy) — a; d ou 

l'on tire , 

y^ -^ %hy^ -f- hbyy — ^€iyy -h xxyy — ohyxx H- hhxx'=zOy 
qui est l'équation demandée. La courbe qu'elle représente 
est la condioïde de Nicomede* 

• , r . • 

58, Exemple V. Trqui^er pçgufl^io/i. de la,pourbe AMB 
( Fig. 3^), dont la propriété pst tçUe que si y, .ayant décrit 
sur une droite donnée AC , comme diamètre^ le demi- cercle 
AHC, et ayant élevé par le point C la perpénàiéiilaire CS , 
on tire par le point Ky et par un point quelconque M de 
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cette courbe , la droite AMKN , qui rencontre en K la demi' 
circonférence AHC , et en "M. la droite CS, on ait par-tout , 

AM = KN. 

Des points M et K j'abaisse les perpendiculaires MP, KV, 
sur AC ; et Je nomme AC, fi^a ; Tabscisse AP , x ; Tordonnëe 
PM, j^. Il est clair que , KN étant égale à AM , si Ton mené 
KE parallèle à AC , les deux triangles KEN , APM , seront 
parfaitement égaux. Donc KE = VG = a: , et AV = AC — 
VC=:i2ar— a:. Les triangles semblables APM , AVK, don- 
nent AP (a?) : PMCj) :: AV(2a— a?) : KV= ^-^^=^, Qr, 

parla propriété du cercle, (KV)'= AVxVC. Ainsi, en 
mettant pour les lignes leurs valeurs algébriques, on aura 

1 équation — \ 1 = 2,ax — xx , ou ( aa — a? ) j^' == 

a?'; ou 

yy {2.a—x) —x^ — o , 

qui est l'équation demandée. La courbe qu'elle représente 
est la cissoide de Diodes. 

On voit par ces exemples la manière dont il faut s'y 
prendre pour former l'équation d'une courbe , lorsqu'on 
connoît la loi suivant laquelle cette courbe est décrite. Il 
nous reste maintenant à résoudre le problème inverse. 

Sg. Problème II. Troui^er les points par où doit passer 
une courbe dont V équation est donnée. 

Je prends pour cela dans le plan sur lequel la courbe 
doit être décrite im point fixe à volonté pour servir d'origine 
aux coordonnées ; je mené par ce point les deux axes , que 
je prolonge indéfiniment de part et d'autre , et qui font 
entre eux un angle donné , qui est celui des coordonnées. 
Maintenant , je suppose que l'une des deux variables con- 
tenues dans l'équation exprime successivement les abscisses 
de la courbe , tandis que l'autre variable exprime successi- 
vement les ordonnées correspondantes, et je cherche par 
la résolution exacte ou approchée de l'équation les ordon- 
nées qui répondent à chaque abscisse doxmée. Chaque or- 
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donnée étant trouvée , et étant assemblée avec son abscisse , 
les extrémités de toutes les ordonnées forment une suite 
de points par où doit passer la courbe. 

6o. Exemple I. On demande la description de la courbe 

•réxentéo par rétjuatiort aay + as'.^ x' = o ; a expri' 
manr une ligne droite et constante, n et y les coordonnées 
de la coiirbs. 

Soient ( Fig. 58) A l'origine des coordonnées, que je sup- 
pose perpendiculaires entre elles, et que je prends sur les 
lignes AZ, AQ. Je supposerai que les abscisses positives 
vont par rapport au point A dans le sens AZ , et que par 
conséquent les abscisses négatives qni doivent être prises 
en sens contraire vont dans le sens As ; que les ordon- 
nées positives vont par rapport au même point A dans le 
sens AQ, et que par conséquent les ordonnées négatives 
vont dans le sens Kq. 

Ayant mis l'équation proposée sous cette forme y = 

; — j je donne successivement différentes valeurs à a; ; 

et je cherche les valeurs de y qui leur correspondent. 

Soit d'abord x=:o, on aura anssi^^o. Or l'abscisse 
«t l'ordonnée étant l'une et l'autre zéro au point A , il est 
clair que ce point est un de ceux de la courbe. 

^^ Soit a^:=: — , on anra_^^ — -g—; d'où l'on voit qu'ai' ab- 
"iKÏsse positive — répond une ordonnée négative et égale à 

^. Ainsi , si l'on prend sur AZ la partie AP' =; — , et 
qu'on élevé par son extrémité P' dans l'angle ZAç l'or- 
donnée P' M' =g7, le point M' appartiendra à la courbe. 
Soit X = ■ — , on aura ^ = — -j-. Ainsi, en prenant 
Ka^ô»sc positive AP " = — et l'ordonnée négative P " M " 
;^ — , le point M" sera à la courbe. 




Soltx^—, on auraj':^ — -g—. Donc , en prenant 
l'abscisse positive AP"' = -^ , et l'ordonnée négative 
pr/i jujin — ; ^^ le point M'" sera k la courbe. 

En général, quelque valeur positive qu'on donne à x , 
pourvu que cette valeur soit moindre que o , la valeur 
correspondante de y est négative. Et si l'on fait x^a, 
la râleur de y est zéro. D'où il suie que la courbe, après 
s'être enfoncée au-dessous de l'axe AZ, remonte et vient 
couper cet axe au point P'" , auquel répond l'abscisse 
AP" = a. 

Faisant ensuite généralement x > a , y sera positive , 
et augmentera à mesure que x augmentera. Ainsi , depuis 
le point P'" la courbe s'élève au dessus de l'aae AZ, et 
pousse à l'infini la branche P'" M. 

Examinons maintenant la figure de cette courbe du côté 
des X négatives. 

On voit qu'en donnant des valetirs négatives 'à x , les 
valeurs de y seront toujours négatives. Ainsi la partie de 
la courbe qui répond aux x négatives tombe entièrement 
dans l'angle çAz; et elle s'étend à l'infini vers m. 

La courbe entière représentée par l'équation proposée 
est donc MP" M'" M " M' Am. On est le maître d'en dé- 
terminer tant de points qu'on voudra , et on la décrira 
d'autant plus exactement qu'on en aura pris davantage. 

Cette manière de décrire une courbe par la détermina- 
tion des abscisses et des ordonnées correspondantes s'ap- 
pelle description par points , parcequ'on ne trouve eu 
effet par-là qu'un certain nombre (fini) de points par 
lesquels la courbe doit passer , et que pour la décrire 
en rigueur il faudroit déterminer un nombre infini de ce* 
points. 

Gr. Exemplell. Décrire la courbe représentée par l'équa- 
tion s'y' — aaaxx -+- a' = o , x et y étant les caordon- 
névs , a une ligne coastanie. 
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Soîent (Fig. 5^) A^Forigine,. AZ et AQ les axes des 
coordonnées Supposées perpendiculaires entre elles. Nous 
prendrons^ comme ci-dessus ^ les abscisses positives dans 
le sens AZ, les ordonnées positives dans le sens AQ, et 
par conséquent les abscisses négatives dans le sens Ajz , 
et les ordonnées négatives dans le sens A^. 

L équation proposée donne ^ = ± . u ou 

Ton voit qu'en faisant l'abscisse a: = o , la double ordon- 
née correspondante est imaginaire ; ce qui veut dire qu*à 
l'abscisse zéro il ne répond aucune ordonnée , ou que 
l'origine A des coordonnées n'est pas un point de la 
courbe. 

En donnant à x une valeur moindre que -7- ^ la double 

ordonnée correspondante est toujours imaginaire. Ainsi la 
courbe n'a apcun point qui réponde à ces abscisses. Mais 

si l'on fait a? = — = AP , on aura y=o; et par con- 
séquent le point P appartient à la courbe. 

Faisant ensuite généralement^ ou A P' > —7- » on aura 

deux ordonnées réelles et égales, l'une P' M qui est posi- 
tive, l'autre P' N' qui est négative. Ces deux ordonnées 
augmentent à mesure que l'abscisse correspondante AP' 
augmente. D'où il suit que la courbe a deux branches égales 
PM', PN', qui s'étendent à l'infini. Tune au-dessus^ l'au- 
tre au-dessous de l'axe AZ. 

Prenons maintenant x dans le sens négatif. Nous voyons 

que tant que — x sera moindre que — , les valeurs de j^ 

seront imaginaires. Mais si on fait — a: ou A/7 = — , on 

aura j = o. Ainsi le point p appartient à la courbe. 

Faisant ensuite — a? ou A/?' plus grande que — , on 

aura deux ordonnées égales p^m^ ,p^n^^ l'une positive , l'au- 
tre négative , qui augmenteront à mesure que A/?' augmen- 
tera. La oourbe a donc encore deux branches égales pmf , 
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prû y qui s'étendent à l'infini ^ au-dessus et au-dessous de 
l'axe Az. 

63. Remarque. On voit par l'exemple précédent que, 
l'abscisse d'une courbé étant réelle , l'ordoçinée correspon- 
dante peut être imaginaire , et qu'alors il n'existe aucun 
point de' la courbe qui réponde à l'abscisse en question. 

Cela sert à expliquer comment il peut se faire qu'un 
problème déterminé soit impossible , quoique T équation fi- 
nale donne pour l'inconnue qu'elle renferme une valeur 
réelle. Car , en regardant cette inconnue comme l'abscisse 
d'une courbe, et supposant qu'une autre inconnue , dépen- 
dante de la première , soit l'ordonnée , si la valeur de 
cette ordonnée correspondante à la valeur trouvée pour 
l'abscisse est imaginaire , le problème sera impossible. Tel 
est le problème de l'article 28, relativement à la valeur 
négative de a; , dans le cas où l'on auroit hh < 8aa ; car, 
à cette valeur qui est réelle répondent deux valeurs imagi- 
naires de j^ ; ce qui indique deux solutions impossibles. 

63. Scholie L Le nombre des équations à deux varia- 
bles étant infini , celui des courbes qu'elles représentent 
est aussi infini. Les géomètres ont imaginé de distribuer 
les courbes en différentes classes relatives aux degrés des 
équations qui expriment la nature de ces courbes. Ainsi ils 
appellent courbes ou plutôt lignes de la première classe ou 
du prem^ier ordre , celles qui sont exprimées par une équa- 
tion du premier degré ; courbes du second ordre , celles 
qui sont exprimées par une équation du second degré ; 
courbes du troisième ordre', celles qui sont exprimées par 
une équation du troisi;éme degré , etc. 

Ces courbes , qui sont ainsi représentées par des équa- 
tions algébriques, s'appellent en général courbes algébriques 
ou géométriques , pour les distinguer d'ime autre espèce 
de courbes qu'on appelle méclianiques y lesquell^ ne peu- 
vent pas être représentées par des équations algéh&îqueii 
et qui demandent pour leur construction certaines opéx'ââû 
dépendantes du calcul intégral. ' . t • 



64- Scholie H. Il n'y a parmi les équations à deux va- 
riables que celles d'un degré supérieur au premier qui 
représentent véritablement des lignes courbes ; car les 
équations du premier degré représentent toujours des lignes 
droites. En effet , soit , entre les quantités données a et 
b, l'abscisse variable {x) , et l'ordonnée variable (j') 
l'équation y + ax -\- b=^o , qui est la plus générale da 
premier degré. Si le terme y avoit un coefficient autre 
que l'unité , on réduiroit toujours l'équation à la forme 
précédente , en divisant tous les termes par le coefficient 
dont il s'agit. En faisan: y -{'h=z , on aura la transfor- 
mée z + ax:=^ o; et lorsqu'on aura trouvé la valeur de z^ 
il ne faudra qu'en soustraire la ligne constante b pouf 
avoir la valeur de y. Le terme ax est censé divisé par 
une ligne prise pour unité , afin que la loi des homogenet 
floit observée ; et alors chaque lettre z, a, x , représenta 
une ligne. 

Cela posé , ayant pris sur une droite indéfinie AZ (Fig. 
la partie AO égale à la ligne qui représente l'unité , et ai 
mené la droite OK , qui fasse avec AO un angle donné , et 
qui soit égale à a , tirez par les points A et K la ilroite in- 
définie AM. II peut arriver qu'on prenne négativement o\ 
positivement le terme — . 

SI ce terme est négatif , ou qu'on ait 2 = , il es 

dair qu'en prenant l'abscisse quelconque AP= -+• a;, « 
menant l'ordonnée PM parallèle à OK , on aura PM = 
-\- z , puisque les triangles semblables AOK , APM , don- 
nent AO (i) : OK(fl) :: AP(j:) \V^'=ax = z. Etsil» 
terme ax est pris positivement, ou qu'on ait z:=i-^ax 
en prenant Ap =. — x, et menant pn parallèle à OK. 
on aura pn ^ — z, k cause des triangles semblables AOK<^ 
Ap„. 

Ces valeurs positives on négatives de z étant ainsi troi»^ 
vées , menez par le point A , et parallèlement à KO, Itt 
droite AA'^ è, et par le point A' menez parallèlement B 
Ze la droite indéfinie A' Z'. Alors les valeurs dey , qui 
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correspondent aux valeurs de z , seront les lignes P'M , 
p'n. 

Ainsi la droite indéfinie MArt satisfait à tous les cas de 
l'équation générale du premier degré _)' + a.r + Zir=o. 

Plusieurs auteurs ont écrit sur la théorie des courbes algé- 
briques. U y a en particulier sur ce sujet deux excellents 
ouvrages : l'Introduction à V Analyse des infiniment petits , 
par Euler ; et l'Analyse des courbes algébriques , par 
Cramer. 

Mon dessein n'est pas de traiter cette théorie dans toute 
son étendue ; mais je vais considérer assez au long les courbes 
du second genre , qu'on appelle ordinairement sections 
coniques , nom qu'elles tiennent des anciens géomètres qui 
les ont envisagées comme des sections du cône. Nous 
avons vu en effet ( 56 } que la nature de la courbe qui 
se forme sur la surface d'un cône coupé par un plan quel- 
conque s'exprime par ime équation du second degré à deux 
variables. 
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Des sections coniques. 

65. boiT en général MBm {Fig. 41) une courbe du se- 
cond ordre, dont OR (r) et RM (j) sont les coordonnées 
variables, faisant constamment entre elles un angle égal à 
l'angle doxmé QOT. L'équation de cette courbe est 
(A) pj'+Qj + Rw + Sr + Tr'-i- V=:o, 
qui est la plus générale du second degré. Les lettres F, Q , 
Rj S, T, V, représentent des quantités constantes et don- 
nées, positives ou négatives , dont quelques unes peuvent 
être zéro. Sur quoi il faut considérer que tous les termes 
d'une équation devant être homogènes ou d'un même nom- 
bre de dimensions , et les coordonnées r et s étant * 
lignes jsil'on suppose^par exemple , que P représente a 
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une ligne , alors Q sera le produit de deux lignes , R une 
ligne ^ S le produit de deux lignes^ T une ligne, V le pro- 
duit de trois lignes. 

66. Avant que d'entrer dans l'analyse générale de notre 
équation , observons que , si l'on fait successivement T = o , 
P = o , on aura les deux équations : 

Rv' -4- Q5 + Rrj -h Sr + V = o , 
Tr* 4- Sr -h Rrj + Qj 4- V = o , 

qui sont de la même forme. D'où Ton voit , en permutant 
les coordonnées, quelles représentent une seule et même 
espèce de courbe ;; car la nature d'une courbe est indé- 
pendante de la manière dont elle est tournée dans l'espace , 
et des coefficients constants qui affectent les coordonnées, 
ces coefficients n*ayant d'influence que sur les dimensions 
de la courbe. Il suffira donc que l'une de ces équations par- 
ticulières soit comprise dans l'examen général de l'équa- 
tion, (A). Or, dans cet examen je vais supposer que P ait 
une valeur quelconque autre que zéro , etque Q, R, S , etc. 
ont aussi des valeurs arbitraires , parmi lesquelles je com- 
prends le cas particulier T== o. ; 

(5y. Quant au cas où Ton auroit tout à-Ia-fois T = o , P = 

o, et par conséquent Qs H- Rrs -h Sr H- V=o, je le traiterai 

séparément ( Sg). 

'• . ■ • . ■ • ■ . . ' 

68. Divisons tous les termes de l'équation générale par 

P, et faisons , pour abréger, — = ûî, — i=è, — =c, 

T ■ V 
-^ = a , -p- = e ; nous aurons 

(B) 5' -\- as -h brs + cr-f- c?r* 4- e = o. 
Faisons disparoître le second terme de cette équation 
pour en avoir une autre qui soit plus simple. Il faudra, pour 

cela, supposer s =z z — ( ^ ; ce qui donne la' trans« 

formée zz +• ( c — —j r+ id — —j r'4- e = o , 
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OU (en , faisant , pour abréger , — - — c = A , — — rf= 

■ ^ *\ 

(C) iTJS— -Ar — Br* — C = o. 
Cette transformation ne change rien à la figure ni à la 
position de la courbe ; les deux valeurs , l'une positive , 
l'autre négative , de la nouvelle variable sont d'ailleurs égales. 
En effet cette équation est réductible à la forme zz — M =: o , 
qui donne z = ± v/ M. 

69. On voit que l'abscisse r est ici la même que dans 
l'équation primitive. Mais à la place de l'ordonnées^ nous 
avons maintenant l'indéterminée z , dont il faut trouver 
Texpression géométrique. Je représente pour cela le nom<- 

b * / 

bre absolu — par la fraction — . dont les deux termes 

sont des nombres donnés ou des lignes données ; et ayant 
pris sur Taxe OT la partie OK ^=- g j je mené parallèle- 
ment à .MR la droite KV =y^; ensuite je mené par les 
points O et V la droite ONV , ce qui donne évidemment 

fr br 

RN = — = — , à cause des triangles semblables QKV, 
ORN. Je prends sur le prolongement' de QO la partie 
OA = -— , et je mené AP parallèle à ON. Alors ^ à cause 

dePM=PN + NR -h RM=AO+NR 4- RM=z ^ + i:: 
+ J ; il est clair que PM sera la valeur de z , puisqu'on a 

a-\-br a ' br 

^ = 2 — 7 OU J5 = ^ + —^ — h S. Ainsi, dansl'équa- 

tion(C), la courbe est maintenant rapportée aux droites 
OR etPM. . 

70. Mais comme l'une de ces lignes ne prend pas son ori- 
gine sur l'autre, à la manière des coordonnées ordinaires, 
nous allons rapporter la courbe aux droites AP et PM, qui 
satisfont à cette (condition. Or dans le triangle OKV tout«st 
donné ou calculable,, puisqu'on connoît OK, KV^ etTajogle 
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KVqai est égal à l'angle doimé MRT, Donc , si nous no 
noDS p le sinus de l'angle MRT, q le sinus de l'angle ONR 
■ÔVK,i/Iadroite ONou AP, on aura OR (r) : ONCu)::^ ;/», 

et par conséquent r = — . Substituant cette valeur de rdam 

l'équation (C), on aura 
L Ao;i Bo'u" „ 

I CD) »-f--^-C=„, 

f équation de la courbe rapportée aux coordonnées AP (u) et 
PM (z). Cette courbe est partagée en deux parties égale» paï 
l'axe AZ des abscisses, puisque les deux valeurs de z, l'une 
positive, l'autre négative, c'est-à-dire PM et Potj sontéga- 

Ktss, et ne différent que par la position. 

^ 71. L'angle QOT des coordonnées primitives ayant éth 
pris à volonté , il peut être tel que celui APM des nouvelles 
ordonnées soit droit. Si cela arrive, on aura q := sinus 

total= , , p = fjl^ll = ^ ( . _ ^ ,. Si l'angle de. 
eoordoonëes primitives étoit droit , on auroit p = 

Il est clair que dans tous les ca^ 1 équation (D) est de la 
même forme , et qu'il n'y arrive autre chose , lorsqu'on f^t 
varier l'angle QOT, sinon que les coefficients de u et de u' 
changent de grandeur. 



m 



yz. Mettons l'équation (D) sous la forme 



Cela posé, je distingue trois cas; le premier, oùB = of 
le second , ofl B est une quantité négative ; le troisième , où 
B est une quantité positive. Les signes de C et de A n'ont pai 

i d'influence sur l'espèce de la courbe , comme on le verra 
bientôt. 
:'si 
IM>se 



/. Cas. zz^Q-\-- 

„ Si l'on fait u= o, on aura z = it 1/ C. Et s! ^ 

jM>se que les u positives , allant de A vers Z , ou de gauche 
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adroite^ augmentent continuellement^ les z, tant positives 
que négatives , augmenteront aussi continuellement ; en sorte 
que la courbe s'étend à l'infihi de part et d*autre de l'axe 
AZ, Du c6té des u négatives^ la courbe vient couper l'axe 

ZA aupointB; oùronaz=o;ce qui donneC H — ^ =zq^ 

ou,u = — ^ ; elle ne s'étend pas au-delà^ et elle est composée 

seulement de deux branches BM , 'Bm, qui^ à' compter du 
point B; s'étendent à l'infini, l'une au-dessus, l'autre au- 
dessous de l'axe BZ. 

Si la quantité C étoît négative , les ordonnées z ne com- 
menceroient à devenir réelles qu'à l'endroit où Ton auroit 

zz=zo, ou i^ = -j- ; le point B tomberoit donc à droite du 

point A, et les deux branches infinies de la courbe seroient 
entièrement placées à droite du point A. 

Si, C étaB^t positive ou négative, A étoit négative, la 
courbe n'auroit encore que deux branches infinies; mais 
alors , au lieu d'être tournées vers la droite , comme tout-à- 
l'heure, elles seroient tournées vers la gauche, ce qui n'ap- 
porte aucun changement dans Tespece de la courbe. 

II Cas. ^=«rC-4- -^ — -?~. 

P P 

Soit qu'on prenne u positivement ou négativement, si 
l'on fait u infinie, l'équation deviendra zzz=z — oo, parce- 

que C , — , — r ^ étant des quantités finies , les deux premiers 

termes du second membre s'évanouissent par rapport au 
troisième. Ainsi on aura z = zt v^ — oo, quantités ima- 
ginaires. D*où Ton doit conclure que la courbe n'a point 
de branches qui s'étendent à Finfini dans aucun sens, 
et qu'elle est située tout entière dans mi espace fini et 
déterminé. 

IlICas. zz = C-^^^^. 

P Z'' 

Qu*on prenne u positivement ou négativement, si Ton 



fit 
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fait u infinies xr4c{uad<M2d«¥ieBM(kft e» <|ui éonhoi 

«:=^db.)/ Q&j, vakuFS-FéoUses* D'q4 Fmt /dok conckisir (|Mtt> 
la courhe. eajdere eat cosaposée de quatre bcdnelieft infiaieft^^ 
qpiii s'étemdeint de partat d'au&i'e de ïaxe de» m j^ lesr doMts pf^ 
mîeres répondent aux u positives^ et les deux autres répon.- 
dentaui; u négatîyey. 

yS. Ces fonntifes comprennent toutesf es suppositions qu on' 
peut^edure pour lesnKalews^de P^ ^, R, etc*^ sfPee cettlcseul^ 
ccmditiûaDLqu^Fnt'Sok pci» zéro. J^m'ai p«» besoin die faîre. 
observer qu'il faut exclure de ces suppositions^ ceBe» quid^ 
truiroient U%pdtbiis&^ que UéqiiâSUm (A); est une équation 
iiadét^rmùiéet dusecood'.degifé entce les cQoiid<(a)9QiÂeft yaria^ 
blés r, 5, et les quantités coiistantes. Telles seroient, pour 
exemple? , les suivantes : 

Su on avoîu toutj à*-la«-foi» R=0^, S=o, T=a,-Fëqna<- 
fion (A) deviendrott Pj^-+- Qj* -^ V= o, <pri est une- 
ë^atioBcdjél^irmifiéa^ bçieUfir Ae; peut nepoéaniUiea: aucune 
<;aiUfbe.. 

StîomaiiroitttMut àh4£fr-foife.Si=::o ,-T= e», Virr-o, Téqua- 
tioa (A) dôvi^nodroit Pir*^ H*- Qa^ -«i* R«f = «^, ow (^ en: di^ri*- 
sant tout. pan Si):, P^H^ Qr-f^ Rts o^^ éqpatioiD à; 1& ligne 
droite (64). 

Ainsi de quelquer autces. 

74. ff nous reste à examiner ^^^ comme nous rkvom promis, 
riiypothese où l'on auroit tout Wk-fbis P=:o, T=:o, qui 
s^mble^^ former une classée* à paitt». 

Daos cettp hypothèse Téquatton (^A^.deyient 
Qj H- Rrj -h Sr -h V =^ o^ 

lSsà»oo»fSz=zt — r i £: él^nttunâ:nouvelle:yaiiiablë ^noufif axL^ 
rom-Cea. éliminant: s),, 

qc — QrHr Rri — Br' -Ir SrH^Y = o^. 

par où l'on voit que si par l'origine O des coordonnées* pri*- 

mitives r , ^ , on mené la droite Oh de telle manière que , 

prolongeant MR\, les deux angles ROA , RAO, soient égaux, 

on.aum(à,caus6,de RAssROfss^-^^et.iiissr -4*'^ .)jr,.on«aurïi , 



M t'A- ôiôiiifRffi, ÈHAp; IV. Si^ 

êi»^r ^ =* ^^- AîdStlà cbtA)éêë i^oWërà tûppbiié€ Sm 
U^mOfi (ry,éêhM (^}. Oi»ydtoête«riatogte ORAylè t^poff 

à€^ GÔtéd OR/OAy^éiredoiitië; Dstf^^ êfi ^ppfô^tàf 9À=rr^'^ 

nous aurons rz=L m^, n étant un nombre dônM. StiBifi^* 
tuant cette valeur de r dans l'équation précédente , nous 

ou y (en ordonnant par rapport à r' , divisant tout, par R/i* y 
é^ftadMyf)(à«a**éjgèr,^^ = Ay ^^ */ È^ = ^y/ 

ç ■=- — — <^ — ^c — mrzro; 
taisôné dîSp'ai'ôîti'é îé sééoncf térrhe dé cefté éqfùaâon^ 
en supposant ^ = 2 H ; nous aurons la transformée 

zz — kt-mz=o, 

qui est analogue à' Tétjlidtion (G) de Farticle 68. En faisant 
donc ici des opérations analogues à celles qu'on a faites 
sur Téquation (C)^ on^ pàryieSdra'àrdfte équation de cette 
forme : 

où la courbe est rapportée aux coordonnée^ z et u; A-'/ 
B ' , C ^ sont des constantes données.* Or . comme le sè)[x>Rti 
terme est ici essentieUement négatif^ on voit que cette é^ua>^ 
tion se rapporte au troisième cas de Tàrtide 72 , et' <pie^ 
par conséquent la courbe représentée est pareillement com^ 
posée de quatre branches infimes, entièrement les mêmes 
( auir diiàéhsidiÂ^^s )' que rféÛësl dè^ fe^ écniiÇrf* dé ce' ti^àî- 
sieme cas. 

^5. Scholie g/inéraL II résulte de tous ces calculs qu'il y^i^. 
seulement trois espet es particulières de' courbes du secQnd 
gèM¥;tft pt%ïffiëre^ dé ëéâT cïwtfB^ -e'rt ëohipôs^ë de' d^AfiT 
branches infinies, et s'appelle /lûraéo/e; la sféèôHdi*' a' u'tf 
cours fini , et se nomme ellipse ; la troisième est composée 
èé qù^Pé B^«Miëè^iitfi«W,-étf ^'ribiftW^ *j>«?r«i>ft/ 

20. 
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allons examiner séparément et en détail les principales pro^ 
priétés de ces courbes; mais avant que d'entamer ce sujets 
commençons par définir certaines lignes dont nous ferons un 
fréquent usage. 

76. On appelle tangente ^ comme le mot Findiqae met y 
une droite TM (Fig. ^), qui touche une courbe OlfKen 
un point M sans la couper ; sous-tangente , la partie FT de 
Taxe comprise entre l'ordonnée MP et le point T, où la 
tangente va rencontrer Taxe prolongé s'il est nécessaire ;/»0i^ 
pendiculaîre ou normale, la droite RM perpendiculaire à la 
tangente au point M^ et terminée en R par l'axe; sous^per- 
pendiculaîre y ou sous^normale j la partie PR de Taxe com- 
prise entre l'ordonnée et la perpendiculaire. 



SECTION I. 



De la Parabole. 

77. L*équation de la parabole est j&k =5 G -H — • Suppo- 
sons que l'angle des coordonnées uet z soit droit ; ce qui est 
permis , puisque l'équation est toujours dé la même forme, 
quelle que soit l'espèce de cet angle (71). De plus, transpor- 
tons Torigine des coordonnées sur un point même de la 
courbe; nous mettrons, pour cela, l'équation précédente 

sous cette forme, zz = — (T-f-w) , et nous ferons— -4-1* 

Kg 

=0? ; ce qui donne, zz= — X a;, ou bien ( en supposant 

~'^=^m,z^=zy),yy^=x mx , qui est la plus simple de toutes 

les équations que l'on peut employer pour exprimer la nature 
de la parabole. 

78. On voit par cette équation que si l'on suppose (Fig. 4^} 
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l'abscisse AP=x, l' ordonnée perpendiculaire PM =y; la 
parabole passera par le point A, puisque wC = o donne j=xo; 
et que cette courbe aéra divisée en deux parties parfaitement 
égales et semblables par l'ase AZ, puisque, si l'on imaginoit 
<jue la partie APM demeurant immobile, la partie APto tour- 
nât autour de AP, et vint s'appliquer sur APM , tous les points 
m tomberoient sur les points M. 

L'équation dont il s'agit va nous servir à trouver successi- 
vement toutes les propriétés de la parabole. 

On appelle paramètre de l'axe AZ, ou de la parabole , 
la ligne donnée m , qui multiplie constamment l'abscisse va- 
riable x, 

79. Théorème I. Dans la parabole, le quairé île L'ordoii' 
née PM est égal au produit de l'abscisse correspondante par 
le paramètre. 

Cet énoncé est la traduction de l'équation j'^j' = mx. De 
là suit cette construction. 

Ayant mené les deux axes perpendiculaires AZ, QAq 
(Fig. 44} > ^^^ coordonnées, prolongez l'axe Z A au-delà de 
A de la quantité AB égale au paramètre m ; décrivez plusieurs 
cercles qui, ayant leurs centres sur la droite BZ, passent ton» 
par le point B , et dont les diamètres soient plus grands que 
BAj par les points P, Q, ^, où ils coupent les axes AZ, Q^, 
menez, parallèlement à ces axes, les droites PM,QM,P/n, 
qm. Le lieu des points M, A, rn, sera notre parabole. En 
etFet , on a , par la propriété du cercle , (AQ)' =: AP X AB. 
Or , AQ = PM ; donc on aura (PM)' = AP X AB , c'est-à- 
dire yy =3 mx. 

80. Corollaires. I. Les quarrés des ordonnées PM , P ' M ' 
(Fig. 43), sont entre eux conune les abscisses correspondantes 
AP,AP'. CarCPM)'=APxm,(P'M')-=AP' xm; donc 
(PMy:CP'M')':: AP x m;AP' x m :: APiAP'. 

//. Si, parun point quelconqueKdela parabole {Fig. 43)» 
on mené la droite KH parallèle à l'axe AZ , et qui rencontre 
en H la double ordonnée Mm ; te produit de la partie KH 
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•n • . T"' m , 'V4 peu AU pra^^it qei 

I •' • r' *2^â *''"^' OB a AP X »M= (PW)' ; 

-j^ . ■ *'',///'' tC^erpef'liculaiFe « Ayi, oi» «ira 

^ ■ V.' * 'a "''Ivr— (HP)'. PPW: KV % Vk-rr 

■•■"".''rW'^^ X.Hn», parcequB la Ijgpe Mm est 
"' \ ' . V" ''»P^** égaUî au point P. Doue , K-H x m;=, 

pu0^/é«t«- 7ro«««r i'gxprtssiûtt ^ la JsausTt^ngfinle 
/"' a5), correspondante à la tangente MT et à Pafr 

^'^^ , 

itfBQBS, par le point M, la droite NMO qui , rencontre 
-araboie en un autre point N, et l'aie ZA prolongé , au 
jjit O ; menons tle plm l'ordonnée NV à l'axe AZ , et la 
l^ite MH parallèle aîi même axe. 

ile p^aRietf e de l'qxe A? . ...... ==,m, 
VatMtcisse AP. =a:, 
l'jjrdtmpép PM ,,.....,..== jf, 
la partie PY ^e J>?pj comprise pntre les 
deuxqrdqnjiée^PM,VÎ^, ..-,==}:, 
I la partie NP de l'ordonnée NV. ■ • • = « j 
I la partie PO de {'axe, CQippri^ ÇR^ ^*9f~ 
V douftçe PÛ^ et le p^t Qj, .,..==: s._ 

Les triangle» semblables OPM , MHN, donnent PO f j) : 
PMC7)-.:MH(z):HN C")=y- Or, on u ^==,/H«i 
(j'-f-u)'= 7ra(aH-3), ou_j^ -^z.vy + u" = ma: H- mi. 
Ketrançhant la preioieFe dft ces équations de la seconda, on 
aura 3.uy -^uu^ mz , ou bien en mettant pour w sa Taj|etiç 

y, -^ |-.-™ = "iz^ ou f(içn -=^"^^-^==iîi,. 

Maintenant , supposons que MH (z) devienne infiniment 
petite : il e::^ visible qi^ç VN »e cgni'çt94?^ ^wço ^J^E^lft $é- 
çajue Nilp^vec la ta^çntç Î(IT, FQ aveo ta «>W-iaegwte 
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PT, «t ^e r éfuarticm — H- ^ ïï=: m ^ Tédtrrt à -^ 

,, - ,, . r^m Vy ^'"^ 

a OU i cm tire s oh PT :t= -*^ =s: ï= ^a?. 

Ainsi la so^fis-^tuugentB PT ««( do&ble àe Vàb'stiX^ -trSi^ 
respondante^ AP* 

82. OoroilmrBS^ L lj9i taasgetits^ TM ^ qui &àt égfeilis 4 
V^ [(PM)"-4- (PT)'], parla propi^kîé du ttiaîigte recfcaagle, 
sera exprime par \/^ (in^ -^ ^xx\. 

//. La sois^rpemiiculaîr^ Pit «St tottjottf» k jiMiitié 
du paramètre m. Car , à cause du triaagte rectangle TMR> 
Tordonnée PM est moyenne proportionnelle entre PT et 
PR, c'est-à-dire qaW a PT(a:p) : PM(/) :: PM<jrO-PR 

jy mx ; ^ . . 

///. La perpendiculaire RM , qui est égale à 
}/ [(PM)' 4- (PR)'] , est exprimée par 1/ (?«jc-4--^). 

I . 

83. Théorème II. Si Von prend sur Taxe AZi (Fig. 46) 
îa partie AF égale au quart du paramètre , et qu'on mfine 
du point F au pvint M,oii la droite TMV touche la pa-^ 
rabole j la droite FM, et par le point M la droite MH 
parallèle à Vaxe PJL ; les deux angles FMT, HMV, seront 
constamment égaux. 

Menons à Taxe AZ l'ordonnée 1^; et liommons AP, 
,x : le paramètre , m : il est clair qu*à cause de AT = AP{8i) , 

en aura FT as: ^ *H -?•• De i^lus , &n aura FP tas AP 

4 , ^ 

— AF =2 X — — , ou (ii lé point P tomboit entre A «t F) , 

4 

FP = -7 x; est par conséquent dan* i'nn et l'autre cà» , 

<FP)'=a«' — Ç -H ^. Donc ( FM )* = (PRt)' -f- ( f P)' 
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= iB*H-x -. + _-a;- -4-— + -^ = (a: -+- — ;•; 

et FM = a: + •--• Ainsi FM = FT ; et par conséquent 

le triangle FMT est îsoscele. D'où il suit que l'angle FMT 
est ëgal à l'angle FTM , ou à son égal HMV. 

Le point F s'appelle , à cause de cette propriété remar- 
quable , foyer de la parabole. On voit que si on y place 
un corps lumineux y sonore , chaud y etc. ^ duquel éma- 
nent des atomes qui soient supposés se réfléchir en faisant 
Fangle de réflexion égal à l'angle d'incidence; ces atomes, 
allant frapper la parabole yikm , se réfléchiront parallèle- 
ment à son axe AZ. 

84* Corollaire /. La perpendiculaire FK , abaissée du 
foyer sur la tangente ^ a pour expression ^. 

Car (FKr = (FMy-i:Ç^==(x+^)--i:î^±^' 

4 4 4 

mx m* jnx J^mx^m^ 

= XX H 1 — r- : xx'zzz 2 > et par con- 

a 16 4 16 ' * 

séquent FK = . 

85. CoroUmre II, Le rapport «^j; ou ^rr = — ^^ — 7 

86. Remarque. La propriété qu'a la droite FM , menée 
du foyer à \m point quelconque de la parabole , d'être égale 
à la somme de Tabscisse correspondante AP et du quart 
du paramètre , fournit cette manière de tracer la parabole 
par un mouvement continu. 

Fixez, sur un plan, une règle BC (Fig. 47), le long de 
laquelle puisse glisser une équerre EHK , par son côté EH. 
Ayant pris un fil KMF , égal en longueur à l'autre côté EK 
de réquerre, attachez l'un des bouts de ce fil au point K, 
et l'autre bout au point fixe F , situé dans le plan de la règle 
et de l'équerre. Au moyen d'un style M , tendez le fil de 
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fnaaiere que le point M soit toujours placé sur EK, et qvCen 
faisant glisser l'équerre le long de la règle , le style M se 
meuve, le long de £K : ce style M décrira la demi-para- 
bole AM. Et si l'on renverse Téquerre de l'autre côté, on 
décrira semblablement l'autre demi-parabole Ain. 

Propriétés de la parabole par rapport à ses diamètres. 

87. On appelle diarnetre de la parabole toute droite MH 
(Fig. 48) menée, par un point quelconque M, parallèle- 
ment à son axe AZ. Les parties MN de ce diamètre en 
sont les abscisses ; et les droites VN ou z/N , menées pa- 
rallèlement à la tangente MT qui passe par l'origine M du 
diamètre, en sont les ordonnées. 

On voit que la parabole n'a qu'un seul axe AZ , pwsque 
le point A est unique sur son périmètre ; mais qu'elle aune 
infinité de diamètres , puisque le nombre des points M est 
infini. Les angles des coordonnées de tous ces diamètres 
sont différents. 

Une ligne quadruple de la droite MF , menée de l'ori- 
gine M du diamètre MH au foyer, s'appelle le paramètre 
de ce diamètre , de même que le quadruple de la droite AF 
est le paramètre de Taxe AZ. 

88. Théorème III. Le quarré de V ordonnée VN au dia^ 
mètre MH est égal au produit de V abscisse correspondante 
MN par le paramètre de ce diojnetre , c'est-à-dire qu'on 
a(VNy = MN X 4MF. 

Menez, des points M et V, les ordonnées MP, VK, 
perpendiculaires à l'axe AZ. 

AP • =0:, 

PM. =j^, 

le paramètre de l'axe AZ z=zm, 

ç , ^ ^MN. =M, 

OOient \ -XT-Kr 

VN ^ . . z= 2 , 

le paramètre du diamètre MH, ou 

4MF. . . \ . , . \ . . . z=zq , 

la tangente MT* =1; 
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On aura ( 8x , 8ti, 83) ^ PT = j2« , i;^ = two: h- 43?" 

A 
Les triangles semblables TPM , NHV, doiusenf: , 

TM (0 : MP (7) :: VN(z) : VH= -^/ 



TM<0 : PT <*») :: VN(*) : NH = 



axx 



Donc, VK = MP "h VH;:==j^4^^ «=^1^1 AK== 
AP4-MN + NH = flP+ï^ + -^'. Or(79),(VK/=#» 

X AK. On aura donc ^ = tw (a? -4- w 4- "— ^)^ 

ou bien (en mettant pour yy sa valeur mx , et réduisant) ^ 
z^a: ^:^ ttu; ou bien (e«ï mettant pour ^^ sa valeur q^, et 
réduisant^ j zz^z^qu^ 

89. Corollaires, I. £a comparant Téquation 22:=:: 7a arec 
Téquation ^ = mx , on voit que la parabole a la même 
propriété par rapport à un diamètre quelconque que par 
rapport à son axe. Les deux ordonnées NV , JHu , posées 
en sens contraires, sont égales ^ parceque les deux racfnes 
de l'équation 2=:+ \/ qu sont égales, et ne différent que 
par le signe. 

//• Si par le point Y on mené la tangente V^ à la para?- 
bole , laquelle rencontre en ^ le diamètre HM prolongé , 
la sous-tangente N^, correspondante à l'abscisse MN, sera 
double de cette abscisse. Cela se démontre w employant 
la propriété exprimée par l'équation zzz=iqu , comme on 
a employé ( 81 ) la propriété exprimée par l'équation 
yy = mx. 

90. Théorème IV. Le paramètre d'un diamètre queU 
cQfique de la parabole est au paramètre de taxe , comme 
le quarré du rayon est au quarré du sinus de l'angle 
que l'axe fait avec la tangente menée par le sommet du 



4ig,n^et;re , ou 4p l^^ngle gw faU k àifimetre avea^ ses pr-r 
données. 

Cbx on à t«Hivé (8S3 . ^rr ex« {/ -- — ■ — t— ; d'où Ton 

tire , en quâ^r^t et f^duisai^t len proportion , 4^^ + /n ; 
77Z :: (FM)' ^ (FK)'; c§ gui revient à Té^aonçé du tliéor-êrnej c^r 
le paramètre du ^îa^ietre ]VIIJ==4FM= 4^ + ^ ; le para- 
mètre de l'axe = m ; et le rapport de (FM)* à (FK)* est Iç 
même que celjii du quarré du rayop au quârj'é çjp siaus 
de Fangie FMT ou PTM ou HNV. 

gi. Corollaire. Don^ les parania|Te# ^e deux dji^m^tres 
sont entre eux en raison repiproque d^ çm^^iés des siny^ 
des angles qu'ils forment ayeç leurs orçJpQn^.es \ ç<ç qui çst 
évident, en comparant chacun dç ces percUïietrç§ .^y^ç celui 
4§ Taxe. 

ga. Problème IL Çonnoissçtiit le paramètre d'il f^di^f^^^rç 9 
i^t l'angle que Iqs ordonnée^ à c^ diametrç doii^mf/àir^ ai^eç 
li/i , décrire la parabole pçir plusieurs pqintSt 

On voit que I4 questipfi e^t de décrirç ]^ oouf b^ qui fi 
pour équation zz-==^qu ^ q ét^nt le paraipetre Jowié,^ U çjt 
z les coordonnée^ 4ç Ift çouj-be , qui foat entre elle^ im aftr 
gle dpçué ; proliléipe qui se ré§Qu|; par la piéthode de^Varr 
ticle 5g. II îiç §'ftgit q«Ç de prendre^, pour chaque s^bsGWa^ 

u y une prdonnée qui sQit; mpyeunç prpportipuuelk e»trç 

«^ et <7, . 

93. Problême III. Connoissant le paramètre d*ùri dta- 
mètre , et V angle de ce di^ntefre as^eç ses ordonnées 1 àrou^ 
ver la position de Vaxe de la parabole , son sommet et son 
pqrame^r^. 

Prenez à volonté le point M pour Torigipe du diamètre 
proposé MH; menez, par ce point M , Ja droite OMT, 
qui fa$$0 av^e MH im angle OMH égal à celui que doit 
feire le diamètre- MH avec ses ordonnées \ tirez la droite 
MF > ^i f a^e avec MT Tangle FMT , égal à chacun des 
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denx angles que nous venons d'indiquer ; prenez MF égale 
au quart du paramètre donné du diamètre MH : le point 
F sera le foyer de la parabole. Et si , par ce point F^ 
on mené parallèlement à MH la droite TFZ, Taxe de la 
parabole tombera sur cette ligne. Menez MP perpendicu- 
laire à TZ^ et divisez TP en deux parties égales^ au point 
A ; ce point sera le sommet de la parabole ; le quadruple 
de AF sera son paramètre. 

La démonstration de cette construction est une suite évi- 
dente des propositions qui précèdent. 

94^ Problême IV. Connaissant le paramètre d'un dia- 
mètre , et V angle de ce diamètre avec ses ordonnées, trou- 
vér la position dun autre diamètre , qui doive faire avec 
ses ordonnées un angle donné. 

Ayant déterminé, par le problème précédent, Taxe AZ 
de la parabole , son sommet et son paramètre ; imaginons 
que SY, parallèle à AZ, soit le diamètre cherché, et que 
par le point S on ait mené la tangente SX , la droite SF 
au foyer , et l'ordonnée perpendiculaire SG à AZ : le 
triangle FXS sera isoscele ; et chacun des angles X et S , 
4 la base, étant égal à Tangle donné que le diamètre SY 
doit faire avec ses ordonnées , les angles SFX , SFG , 
seront donnés. Donc le rapport de FG à FS est donné ; 
c^èst-à-dire qu'on a FG = /^ x FS , n étant une fraction 
donnée. Et comme on a d'ailleurs FS = AG •+- AF = FG 
H-2AF,ou bien FG=FS— aAF; on aura n x FS=FS 

aAF 
— aAF; ou bien FS=:--^. Donc on connoitra l'origine 

«È 1» position du diamètre cherché SY. 

gS. Théorème V. Deux paraboles quelconques MAN 
mau' ( Fig. 49 ^^ ^^ ) ^ ^^^^ toujours des courbes sem^ 
blables. 

Deux courbes semblables en général peuvent être con-^ 
sidérées comme deux polygones semblables d'une infinité 
«de côtés : ainsi toutes leurs lignes homologues doivent 
être proportionnelles. Le théorème sera donc démontré. 
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si Fon fait voir qu'en prenant le»^ abscisses AP^ ap , dans 
la raison des paramètres , les ordonnées MP , mp , sont 
aussi dans la même raison. Nommons P et /? les paramètres 
des deux couri>es ; AP, m ; PM , y ; ap, u ; pm , z. On 
auraj^^ = Pa:, zz=zpu. Or, par hypothèse, x'u ::| 

P : p. Donc u = -p- ; substituant cette valeur de u dans 



ppx 



Téquation zz=: pu , on aura zz = "jT- Doncj^y : zz ::] 

Px : —- :: PP : pp ; et en tirant les racines quarrées, 
y : z w P:/?. 



SECTION IL 
De r Ellipse. 

96. L'équation de l'ellipse est (72) zjgcziC-f- — ^ 

— ;; — . Je suppose que les coordonnées u etz soient per- 
pendiculaires entre elles. Pour transporter l'origine des co- 
ordonnées sur un point de la courbe , j'observe qu'à l'en- 
droit où l'axe des u coupe la courbe , on a ^ = o. D'où 
il suit que si l'on fait z = o , et qu*on résolve l'équation 

o = G -H — i laquelle donne pour u la va- 
leur déterminée u = — — =^^ 5 ; qu'ensuite 

on suppose en général u — ( jg )= 

x; z =j^ ; on aura une transformée de cette espèce , y y = 
Mo; — N:r* (M et N étant des quantités données), dont 
la nature est telle que l'origine des x et des ^ est un point 
de la courbe , puisque a? = o donne ^ =z= o ; et réciproque- 
ment. Cette équation devient y y = — {^aax — xx ), en 



2a 
oa 



supposant M = TO , N = — . Alors l'équation est homo- 
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g$itsi^;.et dMikOfe^ êm htUès éâ^m, ^,f, fèpréi^ëatë xèo^ 
liffÊÊé. La nature d» F^lfif]!»» est àinn €ftpri«i^ ct^teeiMaidéi^ 

97. Qu'oie pteime (Fig. 5i) la droiter AË :±:f £Rf / efditf 
cette ligne Tabscisse quelcoHque AP zèz x , k laquelle ré^ 
ponde Tordonn^e perpendiculaire PM =y. Nous voyons, 

parléqùétr6ft/7=:-^(2a:>î-- 4*J^) , <juè, si Fôtt fâîf 

a: =^0 /On aiura^sco. Ainsi la courbe pafise par lé poial 
A , origine des coordonnées. Si Ton fait a? = aa , on aura 
encore ^ = o ; et par conséquent la courbe passe encore 
par le point E. Si Ion faisoit x > ^a, les ordonnées corres- 
pondantes seroient imagôaaires : et si Ton faisoit x négative , 
les ordonnées correspondantes seroient aussi imaginaires. 
D'où il suit que la courbe ne s^'étead ni en-delà du point 
E , ni en-deçà du point A. 

Soit 4: 3= -^ > on aura y =1 zh \/ ^ ^ v Donc à ïab- 
scisse AP (r-:y répondent deux ordonnées PM, Pm , Fuaïe 
pôrithre^, PiktttW itégatS^é , égattîs cSttéM^ & ^/ -^ . Sôît' 

^a iam . 

jpitii ' — ^- > on^troûvepaf encore jr = ^tv' ■ * ^'^' pc-est-^à-** 

dire q^i'à Tabscisse AP^ ( — ) répondent deux ordonnées 

P'M', Pm', lune positive, l'autre négatif, égales cha- 

cune à \/ —g- . En généifai , si l'on fait (Tafiord^^r = û *— /z , 

fflSiiite x=ia + h; 6n txouvéfa:, dâift^rûd É!!prattt¥ë cas^/ 

jr = rH 1/ f — (ad — hîi'j]. ÎS'cîiL l'ofi cîoîtî concliire qûef 

tcmtes les ondomiëes'y soit posi($yesy soit négatives, prises) 
à ^gale9 distances des extrémités et- é^ milieu' G de' kh 
droite AE, sont égales entre elles , et que par conséquent les 
quatt"e portions AB , BE , Et), T)A , de iV cdùrISe sohf 
égales; ou, ce qui i>evient au ittéme^ que l'ellipse, après 
s'être élevée au-dessus de AË jusqu'en B, redescend par 



ks même» âegpés J3i»<fa'cft E ,■ oit elle: eommemé tin Aôth- 
reoBi cours paarfenDwieat égal^n pnemi^y et i^éyiet^ M 
point A. 

g8. Nous observerons en passant que si on avoit m = 
fia, et par conséquent yy = aaa; — a:a? , Tellipse se chan- 
geroit en un cercte ^ puisqjue TéqiiMition du cercle est^:=^ 

3,ax — X3S. Et <jue si on avoit aa st oo ^ le terraie 

s'évanouîroit par rapport afu terne mx y et <;pi'on auroit 
yy = mx ; d'où Ton voit qu'alors l'ellipse se ch^geroît 
en parabtrie, pmsqute* Fëqtraftîon de cette dèmiefe coufbe 
esicyy ■==: mx. Retienonsi à Tellïpse pfre)prement dite, c'est- 
à-dire afii cas? cfk fes- ligties fia et m sotst Ftiûe et faittre 
fwiies eir iwégafes. 

gg; Cfri' appeUfe lat droite AE' (.fta) le premier axe de 
l'ellipse; la fijgne' représenté^e* pâf m, le paramètre rfe cet 
a^e ; k dbuMe ordonnée BO, qui répond âiï milieu C âé 
Yskx-e AIE j oti au centré dW Pellîpse, le secûmt dsùé & 
TeHipse. 

. La valeur, du- second ase BD ( qui peut être < ou > A£}) 
se trouve en faisant x =z a , et doublant la valeup cor-- 
respondante d*e y. JSTôitimant donc 2B cet axe, on a> 

aô 3=2 a? v^ — s=y \/ aam; D'où; l'on v»oic npié te dëdond' 

axe est une moyenne proportiohnelle entre le premier* axe 
2.a et son paramètre m ; ou , ce qui revient au même , que 
lé paramètre dir premier axe e^ une ti'oisieme proportion^ 
nelle à oet axe et au second. 

Le second axe a sou paramètre, de même que lé pre- 
mier. Ce pcuramedAe est une troisiemier proportionnelle au' 
second axe et au premier. De sorte qu'en nommant, n ce 

même' paramett*e , on a aa = y/ Sibn , ovt n 7=^-^^ — 



^aa 



mok 'IMiofsèïxie'lxlDiimêU^ 
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nteVNLau premier axe , estau recuui^ APxPE des parties 
de cei axe , comme le paramètre de cet axe, est au même 
axe, ou comme le quarré de la moitié du second axe, est 
au quarré de la moitié du premier. 

Cet énoncé est la traduction de Féquation jy s=z 

— (aox — aw?) , ou de l'équation j^^= — ( a^ax — xx), 
qui est la même que la précédente , en mettant dans celle- 
ci à la place de — sa valeur — • 

L'ellipse peut se construire ainsi : à l'extrémité £ du pre- 
mier axe A£ (Fig. 5a} ^ élevez une perpendiculaire EK égale 
au second axe, et tirez KA; sur A£^ comme diamètre, dé- 
crivez un demi-cercle AT£ ; et ayant mené au diamètre A£ 
ime infinité d'ordonnées perpendiculaires NP, portez PN de 
A en O ; par le point O élevez OH perpendiculaire à A£ ; 
par le point H menez HM parallèle à A£: le point M, placé 
sur PN, appartiendra àFellipse. Car, par la propriété du 
cercle , (PN)" = AP x PE = f^ax — xx ; et en vertu des trian- 
gles semblables AEK , AOH, on a, AE (2a) : EK (2*) :: AO 

ouPN[v^(afla: — o:')] :OH ou PM= — v^ (aax — xx) , va- 
leur de l'ordonnée de Tellipse correspondante à Tabscbse 
AP. D'où Ton voit qu'au moyen de cette construction on 
déterminera successivement tant de points qu'on voudra de 
l'ellipse. 

101 • Corollaires. 7. Les quarrés des ordonnées au premier 
axe de l'ellipse ( Fig. 5i ) sont entre eux comme les produits 
des parties correspondantes du même axe. Car, puisqu'on a 

y^= {nax'-^xx), oviyyzs^ — (jiax — xx);Qe8t clair 

m bh 

que ou — étant une quantité constante , les j^^ suivent 

la raison des tuix — a?aî , ou des AP x PE. ' 

i/. Si, au lieu de; supposer AP=a:, on suppose CP=â?, 
en gardant les mémes^ déoominations pour les autres lignes; 
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il est évident qu'à cause de AP x PE = (CA)'— (CP)' 
( Géom. 2o5 ) , nous aurons^ = (aa — xx) , ou yy = 



bb 

aa 



(aa — xx), équation de l'ellipse, en prenant Forigine 
des abscisses au centre de cette courbe. 

///. Si nous nommons n le paramètre du second axe de 
l'ellipse , nous aurons (gg) n = —7-, ou aa = — . Mettons 

bb 

cette valeur de aa dans l'équation^ = — (aa — xx) , et 



aa 

— ( xx) : d'où l'on tire xx = — r 



nous aurons ^^ = ~ ( ^^) } d'où l'on tire xx = — r- x' 



aa ■ n 

(bb — Xjr), ouxx=.-r^(bb — yf), en mettant pour — sa 

aa 

valeur 77. Or, si du point M nous tirons MQ perpendicu- 
laire àBD, il est clair que MQ = cr, CQ=^, BQ x QDz=: 
(CBy—(CQy = bb—yy. Ainsi le quarré de l'ordonnée MQ 
au second axe BD est au produit BQ x QD des parties de cet 
axe , comme le paramètre n de cet axe est au même axe zb, 
ou comme le quarré aa de la moitié du premier axe est au 
quarré bb de là moitié du second. 

On voit par-là que la propriété primordiale de l'ellipse est 
la même par rapport à ses deux axés. 

loa. Problème I. Tromper r expression de la sous- tangente 
PT (Fig. 53), correspondante à la tangente MT et à Vor-- 
donnée MP dans ï ellipse. 

Menons par le point M la sécante OMN , et la droite MH, 
parallèle à Taxe AE , et terminée par l'ordonnée NV. 

AE = 2a, 

BD .....= 2è , 



'CP, 



^ f 



Supposons \ PM = y ^ 

MH == z, 

NH = u, 

PO =5 j, 

21 



5â2 APPLICATIOlf DE l'aLGEB&E 

Les triangles semblables OPM , MHN , donnent OP (s) l 
PMCr) :: MH(s) : NH (w)= ~. Or (loo) on a^^ =" —^ 

hb 

(oa — x:i?), et(>^-*- uy=^* [aa — {x^ zY], ou jry + 

a,yu + UUZZZ— (aa — xx -f- axz — zz). Retranchons la 
première de ces équations de la seconde, nous aurons atty4- 
uu =z — (aa?z — zz). Substituant dans cette dernière équa- 

tion pour u sa valeur—, on trouvera 1 — ^^^ = 

— (axz — zz), ou bien = — (2,x — z\ 

Supposons maintenant que z devienne zéro ; PO devien- 
dra la sous-tangente PT, et Féquation précédente se réduira 

à celle-ci -^^ = ; d où Ion tire s = —x— = = 

j aa ' box X 

= — jgp — . D OÙ 1 on voit que la sous-tan- 



X 



gente est quatrième proportionnelle à l'abscisse CP, et aux 
deux parties AP, PE ^ de Taxe AE. 

io3. Corollaires. /. La distance du centre C au point T, 
où la tangente va couper Taxe prolongé, c'est-à-dire CT, 



aa 



a pour expression — , puisque CT = CP •+- PT = a: -h 
au — XX - aa 

— ; , qui se réduit à — : et la droite AT ::;:;;;; GT — AC= 



aa aa — ax 

œ X 



27. La tangente TM, qui est égale à v/[(PM)* -h(PT)']. 
a pour expression , 

y/\^a^-\-{^aa'—hb^x'^->f{aahb — '2.a^)x^\ 

: ' ' — . 

ax 

III > La sous -perpendiculaire PR = ..rw — ; car les 

triangles semblables PMT, PRM, donnent TP ( ): 

PM (r) :: PM (y) : PR= ^^Zl_ _ '±% 

^' ^ aa — XX aa 
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IV. La perpendiculaire RM = »/[( PR)' -h (PMy]= 



a' 



Toutes ces propriétés de l'eUipse-relativément à l'axe AE 
ont également lieu relativement à l'axe BD. 

104. Théorème II. Si de Vune des extrémités B (Fîg. 54) 
du petit axe de V ellipse comme centre , avec un rayons égal à 
là moitié AC du grand axe ^ on décrit un arc de cercle qui 
rencontre cet axe aux points F et f ; qu'ensuite d'un point 
quelconque "M. de la courbe on tire aux points F et { les 
droites MF et "Mit j la somme de jces deux lignes , c'est'^dira 
MF-f-Mf , sera constamment égale au grand axe AE. 

Menons l'ordonnée MF, et supposons AEi= aa, BD = 
ohy GF=c = i/{aa — bb), CP=:a:, PM = j. La va- 
leur de FP sera c — x , et elle seroit x — c si le point P 
tqmboit entre les points A et F. Dans Viin et l'autre cas 
on aura (FP)'= ce — 2'X 4- xx. Donc (FM)' = (FPy -*- 
(PM)' = ce — 2CX -h XX -f- yf = ce — 2cx -f- xx H- 

ù* aacc — o.aarx -\- ^aaxx -f- aahb — bbxx 
•-liaa — XX) = : :i=z 

H^ — * 2.ÛCICX ^^ CCXX ' 

'■ — , en mettant pour bb sa valeur aa — ce. 



aa 

aa — ' ex 



Donc FM = — . On trouvera semblablement fM. :=. 

aa-A-cx v_ «, «. ^-."J ^^ — cr'^aa-+-cx 

. Donc FM +fM= — = aa. 

io5. Memarque. De là suit une manière fort simple de 
décrire Tellipse par un mouvement continu. Prenez un 
fil dont la longueur soit égale au grand axe AE ; fixez ses 
extrémités aux points donnés F et/; ensuite tendez ce fil 
par le moyen d'un style M , que vous ferez tourner autour 
des deux points F et/, jusqu'à ce qu'il soit revenu au point 
d'où il sera parti ; la courbe que ce style décrira est une 
ellipse. 

L'ellipse ainsi décrite est ce qu'on appelle Totale du 
jardinier. 

Si le petit axe BD est donné de même que Iç grand ax« ~ 

m. 
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il faut prendre la distance F/ des deux points fixes F et^égale 
au double de y/ [(ACy — (CB)']. 
Les deux points F et^s'appellent les^^ery de Tellipse. 

106. Théorème m. Les angles FMT, fMK (Fîg. 55) 
Jbrmés par la droite indéfinie TMK , qui touche t ellipse au 
point M , et par les droites MF, Mf , menées de ce point aux 
deux foyers F et f , sont égaux entie eux. 

Menez l'ordonnée MP à Taxe A£ , et des deux foyers les 
perpendiculaires FO, /K., sur la tangente. En nommant 
AC, a\ CB, i; CF ou C/^c; CP, x ; on aura (io3, n^ I) 

CT = ~, et par conséquent TF = GT — CF = — — c 



^ffllff, T/=TC+ C/=^+ c = ?î±fï. Donc 

aa — ex au -f- ex 

TF : 1/ :: : :: aa — ca?:aa-f-ca?. D'un autre 

X X 

€1(1 — - ex . tUl -f- ex 

côté, ayant trouvé f 1 04) FM =: , /M = , on 

aa-—*cx aa^cx 

2L, T?M:/M:: ^ : :: aa — cxl aa+ ex. Ainsi 

on aura TF : T/ :: FM l/M. Mais, à cause des triangles 
semblables TFO, T/K, on a TF:T/:: FO r/K. Donc 
FM : /M :: FO : /K, et (FM)" : (/M)* :: .(FO)* : 
C/KY; ce qui donne (FM)' : (/M)' :: (FM)'— (FO)* 
i: (jUy— (/Ky :: (MO)' : (MK)'. Donc FM :/M ;:; 
MO ; MK :: FO : /K. Ainsi les deux triangles rectangles 
FOM , /^M , ont les côtés proportionnels , et sont par 
conséquent semblables. Donc l'angle FMT = l'angle /MK. 
On voit par-là que si un atome , partant de l'un F des 
foyers , va frapper l'ellipse en un point quelconque M , et 
se réfléchit sous un angle égal à celui d*incidence , il ira passer 
par l'autre foyer: C'est ce qui a fait donner le nom defi)fers 
aux deux points F et/^qui ont cette propriété. 

107. Corollaire. La perpendiculaire MR, menée au point 
M sur la tangente , divise en deux parties égales l'angle 
FM/, formé parles deux droites tirées du point M aux deux 
foyers; car, retranchant des angles droits RMO,RMK, 
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les angles ëgaux FMO, /MK, resteront les angles égaux 
RMF, RM/. 

io8. Théorème IV. Le produit FO x fK des deux perperi- 
diculaîres abaissées des deux foyers de V ellipse sur la tan- 
gente est constojnment égal au quarré de la moitié du second 
axe. 

Menez du point M la perpendiculaire RM à la tangente. 
On aura ( io3, n^ III et IV) PR = ^, (RM)' = ^ X 

{b* a?' 4- a* — a' x*)=i — (a* — c* x*) , en mettant dans 

le second facteur pour b* sa valeur û' — c\ Et comme 
o* — c"x^z=z (a'— ex) X (a* -h ex) y et que TF = 

— y Tf^zz ; il est clair qu'on aura (RM)' = 

-^xTFxT/. 

Cela posé, les triangles rectangles semblables PRM, 
OTF, KT/, donnent RM : PR :• TF : FQ = ^^^^^ , 

RM : PR :: Tf:/K = ^^^^^ . Donc FO x /K = (PR)' 

TFXT/ >^x' a- . 

^ (RM)» — a* ^ 6*x^ ~^ ' 

log. Remarque. Le produit FO x/K est constant; 
mais chacune des lignes FO x f^ varie à mesure que le 
point M varie. Si on veut avoir les expressions particu- 
lières de FO et de /" K , on substituera dans les équations 

FO = — 5m~> /K. = pjyff / i la place des lignes PR, 
RM, TF, T/J leurs valeurs que nous avons trouvées. 

iio. Problème II. Décrire une ellipse (Fig. 56 et Sy) qui 
touche les côtés VZ,Vz , d*un angle donnéTNz , qui ait pour 
centre le point donné C ^ et pour Vun de ses axes une ligne 
donnée 

Imaginons que AMEtti soit T ellipse cherchée. Me* 
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les points d'attouchement avec les droites VZ, Yz; C son 
centre, AE son grand axe, F etyses deux foyers. Si da 
foyer /' nous a baiîisons sur les tangentes VMZ,V/nz, les 
perpendiculairesyX)H,yôA, terminées parles droites FMH, 
F/n/î , menées par l'autre foyer et par les points M et m , 
il est clair qu'à cause de Tangle OIVIH, égal à Fangle FMV, 
et C^^^) ^® l'angle FMV, égal àTangle /MZ, le triangle 
/MH est isoscele , ou qu'on a/M = MH. Semblablement on 
Q,fm = mh. Donc , à cause de MF -+- M/= AE = mP -+- mf 
(104), on aura FH = FA. 

Le point C étant le milieu de F/) et les points O et o étant 
les milieux de/H et àefh^ s\ on tire les droites CO, Co, ces 
lignes seront parallèles aux droites FH,FA, et seront par 
conséquent chacune la moitié de FH, ou de FA , ou de AE. 
Donc les points O , o, sont placés sur un arc de cercle décrit 
du centre donné C , avec un rayon égal à la moitié du grand 
axe defellipse. 

Maintenant supposons que la droite donnée XY doive être 
l'un des axes de Tellipse. Du point C comme centre, avec un 
rayon égal à la moitié de XY, décrivez un arc, de cercle : il 
pourra arriver deux cas ; ou cet arc coupera les côtés de l'an- 
gle donné ZVz, ou il ne les coupera point. 

/. Cas» Si Tare en question coupe les droites VZ, Yz 
(Fig. 56 ), la droite XYsera le grand axe de Tellipse , et la 

px)sition de cet axe se déterminera ainsi. Du centre C , avec 

XY 

le rayon — , décrivez un arc de cercle, que Je suppose cou- 
per lés droites VZ, \z , aux points O , o ; par ces deux points 
menez perpendiculairement aux droites VZ, Yz, les droites 
Of, ofy qui se rencontrent enf: ce point/" est un des foyers 
de l'ellipse ; en sorte que si par le centre C et par le point/* 
on mené ime ligne droite AE, le grand axe tombera sur cette 

ligne. Faisant CF :=. C/^ le point F sera l'autre foyer , et le 

rXY)* 
second axe sera exprimé par 2,\/ [ — (CF)' ], ou 

par 2v/ [(ACy f— (CF)']. Connoissant les axes de grandeur 
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et de position, on a tout ce qui faut pour construire Fellipse 
demandée. 

//. Cas. Si IVrc dont nous avons parlé ne coupe pas les 
droites VZ,V-3; alors (Fig. 5j) la Kgne donnée XY doit 

être prise pour le petit axe de T ellipse , qui se construira 

XY 
ainsi. Du point C comme centre , avec un rayon égal à — , 

décrivez un cercle BLDK ; abaissez du même point* C les 
perpendiculaires CR, Cr, sur les droites VZ , Yz ; des points 
R et ramenez les tangentes RL, r/, au cercle; prenez sur 
CR la partie CG = RL, et sur Cr la partie Cg=zrl ; par les 
points G et g" , menez parallèlement aux droites ZV, zY, les 
droites GF, gF, qui se rencontrent en F : ce point F est l'un 
des foyers de Fellipse. En sorte que si on joint les points C et 
F par une ligne droite , le grand axe de l'ellipse tombera 
sur cette ligne; et ce même axe aura pour expression 

En effet, si, après avoir pris Cf=CF, ce qui détermine 
le second foyer /^ de l'ellipse, nous abaissons du point y*Ies 
perpendiculairesy^O ,fo , sur les tangentes , et que nous tirions 
les droites GO , Co , nous aurons (CO)' =(CR)' -h (RO)', et 
(Co)'=(Cr)' H- {ro)\ Or, si on prolonge FG jusqu'à ce qu'elle 
rencontre/O en ^, il est clair qu'à cause de (y=iCF, on 
aura Gq ou RO = GF. Semblablement ro = gF. Donc 
(CO)* = (CR)^ + (GF)^ = (CR)^ -f- (GF)'— (CG)% et (Go)'^== 
(Cry^(gFy = {Cry 4- (GF)' — {Gà^ Et comme (CG)* ou 
(LR)' = (CR)' — (GL)% et {Cgy oi^ryz=(Cry — (C/)' = 
(Cr)*_(CL)% il s'ensuit qu'on aura (CO)^ = (CL)* 4- (GF)% 
et (Go)^ = (CL)' -h (GF)\ Donc GO = Go ; donc , par le 
premier cas , chacune des lignes égales GO , Go , est la moi- 
tié du grand axe de Fellipse ; les points F et/ en sont les 
foyers , et le diamètre BD du cercle tiré perpendiculairement 
à F/* est le petit axe de Fellipse. On a donc encore tout ce 
qu'il faut pour décrire cette courbe. 

Je n'ai pas besoin d'ajouter que le problême soroit iiJipos- 
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sible fri le point Cétoit sîtoé de manière qae la 

XT 
décrite de ce point arec le rayon coopât on tonehâtron 

des cAtés de Tangle sans couper on toucher Fantre c6të; 
car alors XY ne pourroit être ni le grand ni le petit axe de 
l'ellipse. 

Propriétés de V ellipse par rapport à ses diamètres. 

111. On appeDe diamètre de Fdlipse (Fig. 58) toute 
droite qui passe par son centre C, et qui se termine de 
part et d'autre à sa circonférence. Telles sont les drcntes 
MK,OI,LR. 

Si par Tiine des extrémités M d'un diamètre MK on 
mené une tangente à l'ellipse y le diamètre LR parallèle à 
cette tangente est appelé diamètre conjugué sua diamètre 
MK. 

Les droites VN^ menées de tous les points de la circonfé- 
rence de l'ellipse à un diamètre MK parallèlement à la tan- 
gente MT qui passe par Pextrémité de ce diamètre^ sont 
appelées ordonnées à ce même diamètre. 

Une troisième proportionnelle à un diamètre et à son 
conjugué est le paramètre du premier de ces diamètres. 

1 13. Théorème V. Tout diametre^Vk. (Fig. 5c))de VeUipse 
est divisé en deux parties égales au centre C. 

Cela est une suite évidente de ce que les quatre portions 

deTellipse BA^ B£^ 4l^i ^^^ ^^^^ parfaitement égales et 

semblables en tout. Si on en veut une démonstration en 

forme , on observera qu'en menant à Taxe AE les ordonnées 

MP, KH, les triangles rectangles semblables CPM , GHK , 

PM CP (PMr (CP)' ^ , o TT ^ 

donnent 5^=^, ou ^j^g^ = .^;j3j5^. Or ( loi , n^ U ) 

(PMr _ (CA)^-.(CP;» . (CAr— (CP)\ _ (CP)' 

(KH)' — (CA)' - (CH)'- ^^^^ ^^ ^"^^ (CAV - (CH)' — (CH)» ' 
iYoh Ton tire (CP)'=(CH)', et CP= CH. Donc les deux 
iriangles rectangles CPM^ CHK, qui, outre les côtés homo- 
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logues ëgaux CP^ GH^ ont tous les angles égaux ^ sont parfai- 
tement égaux ^ et par conséquent CM = CK. 

1 13. Théorème VI. Si par les extrémités M et h (Fig. 60) 
iTun diamètre MK et de son conjugué hR, on mené les deux 
ordonnées MP, LQ, à VaxeAEy la partie de l'axe comprise 
entre le centre et Pune des ordonnées sera moyenne propor» 
lionneUe entre les deux segments du même axe , déterminés 
par r autre ordonnée ; c'est-à-dire que CQ sera moyenne pro» 
portionneUe entre AP et PE , et CP moyenne proportionnelle 
entre EQ et QA. 

Menons la tangente MT; et nommons AC^ a; CB^ b; 
CP, X ; CQ, z. On aura, par ce qui a été démontré, PM= 

h b oa — 3LX 

— \/ (aa — uca?), LQ=:— \/ (aa — zz),PT= . 

TP CO 

Les triangles semblables TPM, CQL, donnent^ = jgj^, 
ou bien = — 7- —; d'oui ontire zz z=: aa — 

X y/ {aa — zz) 

o&Xy ou xx-=iaa — zz. Ainsi on a, (CQ)'=(CAy — (CP7= 
AP X PE , et (CP)* = (CE)^ — (CQ)' = EQ x QA. 

ii4- Théorème VII. Si ^ par Vcxtrémité L (Fig. 61^ du 
diamètre LR conjugué au diam,etre MK , on mené la tan^- 
gente ILH à V ellipse , cette tangente sera parallèle au dia- 
mètre MK. 

Soient PT , QI , les sous-tangentes qui correspondent 
respectivement aux ordonnées MP , LQ , menées des points 
M et L à Taxe AE. En gardant les dénominations de l'ar- 
ticle précédent, nous aurons PM = — \/ {aa — xa:); QL 

b . bx 

= — \/ {aa — zz) = en mettant pour \/ {aa — zz) 

aa — XX _. na — zz xx 



sa valeur x ; PT = ; OI = 

X ^ z \/ {aa — xjc) 

DoncQI :QL :. --— -— : ~ :\ x : —v/ {aa — xx):: 

^ ^ \/ {aa — ±x) a a ^ ^ ' 

CPrPM. Donc les deux triangles rectangles IQL, CPM, 
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sont semblables ; et par conséquent IL est parallèle à CM 
ou à KM. 

11 5. Corollaire^ Donc^ si un diamètre est parallèle à la 
tangente menée par Tune des extrémités d'un autre dia» 
mètre y cet autre diamètre sera aussi parallèle à la tàn^ 
gente menée par Tune des extrémités du premier* Ainsi 
ces deux diamètres sont réciproquement conjugués l'on à 
l'autre. 

Comme les tangentes OK , OR , menées par les deux 
autres extrémités K et R de nos deux diamètres conjugués^ 
sont aussi réciproquement parallèles à ces diamètres^ (mToit 
que le quadrilatère VHZO , qui a pour côtés les quatre tan- 
gentes menées par les extrémités de deux diamètres conju- 
gués^ est un parallélogramme. Il est composé des quatre 
parallélogrammes égaux CLHM, CLVK, CRZM, CROK. 

116. Théorème VIII. Le quarré d'une ordonnée quelconque 
VN ( Fig. 6a ) au diamètre MK d'une ellipse est au produit 
MN X MK des parties de ce diamètre , comme le quarré dijL 
demi-diamfitre conjugué CL est au quarré du dem.i- diamètre 
CM, ou comme le paramètre du diamètre MK est au même 
diam,etre. 

Des points M , L, V, menez à l'axe les ordonnées perpen- 
diculaires MP, LQ, VS; et, par le point N, NZ perpendi- 
dulaire à VS, et NY perpendiculaire à CA. 

AC z=ia, 

CB =*, 

CP ^x, 

CM =/, 

Supposons ( CL . . • =^/ 

CN —s, 

VN =/, 

CQ —z, 

le paramètre du diamètre = A. 

On aura (1 13) zz = aa — xx, et par conséquent PM = 

hz ^_ bx 
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Les triangles semblables PCM^ CYN^ donnent 
, CM(/):PM(^)::CN(.):NY = -^, 



SX 



CM (/) : CP {x) :: CN (*) : CY = y. 
Et les triangles semblables CQL , NZV , dounent 

CL {g) : CQ (z) :: VN (0 : NZ=^, 
CL (^) :LQ(-; •: VN(0 : VZ = — . 
Donc VS= VZ + ZS=VZ + 3NfY=~ + ^, CS = 

ttg af' 

NZ-CY = |-j.Or(ioo)(VS)'=[§^;x [(CA)* 

• — (CS)*]. Donc, en mettant pour les lignes leurs valeurs 
analytiques , et effaçant les termes qui se détruisent, on aura 

^"/' x' h" s" z* , h^ t" z^ b^s^x^ 

; 1 ji — = à" b" 1 7; — , ou bien (eu 

mettant pour x* sa valeur a* — z* et réduisant ), £" = -7; x, 

(/'—s'); équation d'où l'on tire, !<>. t' i/' — rUg^if, 
c'est-à-dire (VN)* : MN x NK :: (CL)' : (CM)". 

2.^. t ly* — s^ :: k: 2f, parceque k étant ( 1 1 1 ) une troi- 

sieme proportionnelle à a^et à zg, on a —7 = 77. Cette pro- 

portion est la même chose que celle-ci, (VN/ : MN x NK ::| 
k : MK. 

117. Corollaires. I. En comparant les équations t^ = 

'^(f' — s'),t':^y;(f' — s'), avec les équations^/» 
m ù* 

— (a^ — a; ), yf= — ^ (a' — a;"), qui se rapportent aux 

deux axes, on voit que, relativement aux rapports qui existent 
entre les quarrésdes ordonnées et les produits correspondant» 
des abscisses , les propriétés de l'ellipse sont les mêmes pour 
deux diamètres conjugués quelconques que pour les deux 

axes. 

/ 

II, Si par le point V on mené à Tellipse la tange^ 
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qui rencontre en / le diamètre KM prolongé , on trouvera , 
en employant la propriété pom* les diamètres^ comme on a 
employé ( 102 et io3 , n°. I) la propriété pour les axes , que 

la sous-tangente N^a pour valeur ^ ; que la droite Ct 

comprise entre le centre et le point /, a pour valeur — ; et 
que la partie /M a pour valeur =^. 

118. Théorème IX. La somme des quarrés de deux dia» 
m^etres conjugués quelconques est égale à la sommée des quar* 
rés des axes, ou , ce qui revient au m,ém,e , la som,me des 
quarrés des deux dem,i - diam.etres conjugués CM, CL 
(Fig. 60), est égale à la somme des quarrés des deux demU 
axesCK, CB. 

Ayant mené les ordonnées MP, LQ, perpendiculaires à 
Taxe AE, et nommant AC, a; CB, 6; CP,a?; nous aurons 

(PM)'=:^(û»_ a:'), (CM)' = (CP/ + (PM/=a:*-f- 
^\û'-:r)%(CQ)' = a'-:.»,(QLy = ^\ {Chy = 
(CQ)' + (QL)^=û' — a:'+^r- DoncCCM)' + (CLy = 

b* b* x^ 

119- Théorème X. Le parallélogramme fait autour de 
deux diam,etrcs conjugués est égal au rectangle fait autour 
des deux axes ; ou y ce qui revient au m,éme , le parallélo^ 
gramme CMHL (Fig. &5), fait autour des deux demir-dia- 
metres conjugués CM , CL , est égal au rectangle CAXB fait 
autour des deux demi^axes CA , CB. 

Menez à Taxe AE les ordonnées perpendiculaires MP, 
LQ ; et du point L la perpendiculaire LS sur le diamètre 
MK. Soit T le point de concours de HM prolongée avec CA 
aussi prolongée. Nommons CA , a ; CB , b ; CP, x ; PM, j^ ; 

TM, t\ CM,f', CL^gi le sinus total i : on aura CT= — ; 
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QL = — ; et, à cause des triangles semblables CQL, TPM, 

CLXPM agjr 

^ *~ QL ~ 1^' 

Cela pose, le triangle rectangle TPM donne TM (t) : 

PM (j) :: 1 : sîn. MTP = — ; et le triangle CMT donne 
CM(V) : CT( — ) :: sin. CTM( ^) : sin. CMT = ^^. 

\U J ^ X ' ^ t ' JtX 

Donc l'angle LCS, qui est égal au supplément de Tangle 
CMT, a également pour sinus ■^. Le triangle rectangle 

CSL donne, 1 : sin. LCS { ^) :: CL (^) : LS= ^.Donc 

' ^ JtX * ^^' JtX 

CMxLS, ou Faire du parallélogramme CMHL,=yx 



£^ o^gy 



r. — = ai Cen mettant pour t sa valeur -r— ) = le 

ftx tx ^ * bx ^ 

rectangle CA x CB. 

120. Théorème XI. Si de V extrémité M (Fig. 64) d'un 
diamètre MK on mené à Vun f des foyers la droite lAî qui 
rencontre en Z le diamètre conjugué LR, la partie MZ de 
cette ligne sera constamment égale à la moitié C A. du grand 
axe. 

Menez la tangente MT, et l'ordonnée MF perpendicu- 
Jaire à l'axe AE. En nommant toujours AC, a ; CB, i; CP, 

. ûrt _. ^ aa-^ ex _ , ^ aaA- ex 

^; onauraCT = ~,T/=— ^~-, M/= ^ . 

Cela posé, à cause des parallèles MT, LC , on a Tf{ ) 

:M/("-^)::TC("^):MZ = a. 

121. Problème III. Connoissant de grandeur et de position 
deux diamètres conjugués MK , LR ( Fig. 65 ) , déterminer 
les axes AE, BD, de C ellipse. 

Nommons CA , a ; CB , ^ ; CM ,/; CL, g; le sînu3 total i ; 
le sinus de l'angle LCM ou de l'angle LCS, 71. La perpendicu- 
laire LS , abaissée de Fextrémité L du diamètre LR sur le 

diam^etre MK, aura pour expression -^ ou ng. . ,. 
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Cela po8é> on a (118 et iig) ces deu^ écjuations iia -K 
bb •=.ff'\-gg y ab = nfg. Donc aa + ii •+■ aaî zz^ff^ggj^ 
:mfg, et aa^bb — t^ab^^ff^gg-^ ^nfg; et, entirantlei 
racines quarrés^ 

a — b=:\/ Cff-^ gg — ^f^fg)' 
Ajoutant ensemble ces deux équations, puis retranchant 
la seconde de la première, on trouvera 

sa = »/ ( j^ -h ggr -4- !^f^ ) -H v" {ff-^ es — ^^fg ) > 

nh^vQf-^ gg+ ^fng ) — V fcff+ gg — zn/g). 

Ainsi les deux axes sont connus de grandeur. Je déter- 
mine leurs expressions linéaires et leur position par cette 
construction. 

Prolongez SL de la quantité LG = CM , et tirez GC ; 
cette ligne sera la valeur du premier radical, puisqu'on a 
( Géom. 206 ) (GC)' = (GL)^ -h (LC)* -f- aGL x LS =^ + 
gg-'-h 2/x ng. Prenez LSgr= CM, et tirez Cg"; cette ligne 
sera la valeur du second radical, puisqu'on a ( Géom. ^09 ) , 
(C^)* = (CL)' + (I^)' — 2LgxLS = gff +ff- of X ng. 
Donc , si du point C comme centre , avec le rayon Gg , oû 
décrit un cercle pgh , qui rencontre en/? et A la droite GC, 
la droite Qtp sera égale au grand axe de l'ellipse , et la droite 
Cfh égale au petit axe. 

Divisez Qsp en deux parties égales au point q\ sur 0^7 
comme diamètre, décrivez un demi-cercle Grq ; inscrive:^ 
dans ce demi-cercle la corde Gr égale à la moitié de GA , et 
tirez l'autre corde rq. Celte seconde corde sera égale à la 
distance du centre de l'ellipse à l'un des foyers , puisque le 
triangle rectangle Grq donne {rq)* = (G^)* — iS^^J î ce qui 
est l'expression du quarré de la distance dont je viens de 
parler. 

Maintenant , pour déterminer la position des axes , du point 

M comme centre, avec un rayon égal à G^, ou à — ,décri- 

yez un arc de cercle qui coupe CL au peint Z ; tirez la droite 
MZ/* indéfinie : le foyer opposé au point M doit se trouver 
sur cette ligne (120). Du centre C, avec un rayon égal à rq ^ 
décrivez un arc de cercle qui coupe M2j/*au point/; ce point 
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f est le foyer dont il s'agit. En sorte que si par les points G 
et y on tire une ligne droite AE, le grand axe de Tellipse 
tombera sur cette ligne ; et si par le centre C on élevé BD 
perpendiculaire à AE, le petit axe tombera sur cette ligne 
BD. Les extrémités de ces axes se détermineront en faisant 
chacune des lignes CA; CE, égale à G^, et chacune des 
lignes CB, CD, égale à Gr. 

122. Remarque. On voit parles mêmes équations aa + 
bbzmff'^ gg^ ab=^ nfg, que si Ton connoissoit les axes et 
l'une des trois quantités/J g, n, on pourroit déterminer les 
deux quantités inconnues. 

123. Théorème XII. Deux ellipses ABED, abed (Fig. 66 
et 67 ) , sont semblables lorsque leurs axes ou demz^axes 
homologues sont proportionnels , c^est^à^dlre lorsqu'on a 
AC :ac :: CB : cb. 

La proposition sera démontrée , si l'on fait voir qu'en pre- 
nant les abscisses AP, ap, dans la raison des axes , les ordon- 
nées PM,/?m, seront aussi dans la même raison ; c'est-à-dire 
qu'en supposant qu'on ait AP \ap \\ AC \ac :: CB : ci , on 
aura aussi PM \ptn\\ AC : ac :: CB : cb. Or (100), (PM)' = 

^; [CAcy-(CPn, {pmy^ ^ \.{acy- {cpy ]. 

Donc (PM)' : (;t;my ::' ^^J^ [(ACy - (CP)'] < g^CCac)'- 

(c/?)']. Ainsi, à cause de . ^ = 7~F^ ^^ ^"^^ (PM)' : 

{pmy :: (AC)' — (CP)' : (ac)' — {cp)" :: AP xPE ; ap y.pe. 
D'un autre côté , on a la proportion AP : ap :: AC : oc ; et , 
à cauke de AE \ ae :: AC :ac :\ AP : a/?, on a la proportion 
PE :pe :: AC : oc. Do^ic, en multipliant par ordre ces deux 
proportions, on aura AP xPE: apx pe :: (AC)' : (ûc)% 
Ainsi (PM)' : (pmf :: (AC)' : (^2c)';et, en tirant les racines 
quarrées, PM : pm :: AC : ac :: CB : cb. 



336 APPLICATION DE l'aLGEBRE 



SECTION II I. 
De l'Hyperbole. 

124. L'équation de Fhyperbole est (72) zz=zC -h H 

^ /* ■ . En opérant comme pour l'ellipse (96) , on transformera 

cette équation en celle-ci, yy = Ma; -f- Nx\ M et N étant 
des qurinrités données, .r etjr des coordonnées perpendicu- 
laires entre elles , dont l'origine est un point de la courbe. 

Cette équation devient encore j^= (zax + a:x)j en 






supposant ttî = M, N = ; et maintenant l'équation est 

homogène , et chacune des lettres m^ za^ x, y, représente 
une ligne. 

125. Soit (Fig. 68)rabscisse AP=a:, F ordonnée perpen- 
diculaire PM = y. D'abord, Torigine A des coordonnées 

est un point de la courbe , puisque 1 équation yy = X 

Ç:iax -h XX ) donne^ = , lorsque x7=zo» Sans faire aucun 
calcul particulier, nous voyons, par cette même équation, 
qu'à chaque x positive répondront toujours deux ordonnées 
égales, l'une PM, positive, l'autre P/w, négative; et qu'à 
mesure que x augmentera, les ordonnées augmenteront, 
en sorte que si x devient infinie , elles deviendront aussi infi- 
nies. Donc du côté des x positives , la courbe a deux bran- 
ches AM , Am , égales et semblables , qui s'étendent à l'in- 
fini, l'une au-dessus de l'axe AZ des abscisses, l'autre 
au-dessous. 

Faisons maintenant x négative. Tant que — x sera moin- 
dre que za , la valeur dey sera imaginaire. Mais si l'on fait 
— x==:2a = AE ( en supposant que AE soit la ligne que re- 
présente 2.a)y on aura ^ = o. Donc l'extrémité E de la 
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droite A£ est un point de la courbe. En donnant toujours à 
— a? des valeurs plus grandes que za , on trouvera , du c6té 
des X négatives , deux nouvelles branches infinies EN , E/i , 
égales et semblables^ Tune au-dessus^ l'autre au- dessous de 
Taxe des abscisses. De plus , ces deux branches sont parfaite- 
ment égales aux deux premières AM , km. Car si Ton suppose 
d'abord 0?= A , et qu'on prenne ensuite — x^=i7.a-\' h y ce 
qui rendra évidemment les' droites AP, EQ, égales entre 
elles; on trouvera, dans Tun et l'autre cas, ^ = db 



\/ [ (aaA-f-M)]. Donc les quatre lignes PM, Vm , 

QN, Q/2, sont égales entre elles. Ainsi la courbe entière est 
composée de quatre branches infinies, égales et semblables, 
AM, A/71, EN, Yji. 

Lorsqu'on ne considère que la partie MAt/ï, ou NE/z, 
située à droite ou à gauche de l'origine A , cette partie s'ap- 
pelle simplement hyperbole; mais si l'on considère tout à-la- 
fois les parties MA/tï , NE/z , ces deux parties s'appellent 
hyperboles opposées. Sur quoi il faut se souvenir que ces par- 
ties ne peuvent jamais exister réellement Tune sans l'autre , 
puisqu'elles sont également représentées par l'équation yy 

m 

(^7,ax -^xx). 



2.a 



Si les deux lignes représentées par m etza étoietit égales, 
ou qu'on eût yy = 2ax -f- xx, Thyperbole seroit équi^ 
lat.re; espèce d'hyperbole qui est à l'égard de l'hyper- 
bole ordinaire ce que le cercle est à l'égard de l'ellipse en 
général. 

126. On appelle la droite AE(2a) \e premier axe de l'hy- 
perbole; la ligne m^Xe paramètre de cet axe. 

'Si par le point C, miUeu de AE, et qu'on appelle le 
centre de l'hyperbole, on élevé la perpendiculaire BD, 
dont les parties GB , CD , sont égales , et qui soit moyeime 
proportionnelle entre 2a et m; cette droite BD s'appelle 
le second axe de l'hyperbole. Ainsi , eu nommant. 
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Sib, on a ^ ^a : 2b :: zb : m ; et par conséquent bb r=r 

:i ^ aa s<t * 

Le second axe a son paramètre de même que le pre* 
mier axe. Ce paramètre est une troisième proportion- 
nelle au second axe et au premier; de sorte qu'en le nom- 
mant n, on di, 2b : %a :: 2a: n; et par conséquent aa zzl 

127. Théorème I. Le quatre de V ordonnée PM au pre^ 
mier axe de V hyperbole est au produit AP x PE des abscisses 
de cet axe ^ comme le paramètre de cet axe est au même axe, 
ou comme le quarré de la moitié du second axe est au quarré 
de la moitié du premier. 

Cet énoncé est la traduction de Téquation^/ = x 

(2ûx-f-a?a; ) , ou de celle-ci yy^= — {2ax -f- xx) , qui est la 

m bb 

même chose, en mettant pour — sa valeur . 

L'hyperbole peut se construire ainsi. Sur EP, comme 
diamètre (Fig. 69), décrivez un demi-cercle EVP ; élever 
perpendiculairement à AE la droite AV, qui rencontre la 
demi-circonférence au point V, et tirez la corde PV; en- 
suite , ayant mené par les extrémités A et B des deux 
axes la droite indéfinie AY^ portez la corde PV sur AE, de 
A en X; par le point X, élevez la perpendiculaire XY, 
qui rencontre en Y la droite ABY; faites Tordonnée 
PM = XY : le point M sera un de ceux de Thyperbole. 
Car, par la construction et par la propriété du cercle , on bl, 
PV = V^ (2aa5 4-:ra;); et à cause des triangles semblables 

ACB, AXY, on a XY = AXx ^ = — v/ (aû^o? 4- xx)=: 

PM =y. 

Il est clair que par la même construction on trou- 
vera tant de point qu'on voudra des deux hyperboles op- 
posées. 



JL LA oéoMETRIE, CHAP. IV. SSg 

128. Corollaires. I. Les quarrës des ordonnëes au pre- 
mier axe de l'hyperbole isont entre eux comme les produits 
AP X PE des abscisses, 

II. Si au lieu de supposer KSz=zx , on suppose CP= x, 
en gardant toutes les autres dénominations ; on aura AP x PE 

= (a? — a) X {x-^- a)'=:-xx — aa. Donc^ ^J^ == — y 

bh 

(xx — aa),ovLyy = — {xx — aa), équation de l'hyper- 
bole y en prenant l'origine des abscisses au centre de cette 
courbe. 

///. L'ëquatîon yy = — (xx — aa) donne xx:=z — - x 
(yy + l/b), ou XX = --^ {yy -h hb) , en mettant pour — 

sa valeur —7-. Ce qui nous apprend que si d'un point M de 

l'hyperbole on mené au second axe BD , prolongé s'il est n&* 
cessaire^ la perpendiculaire ou ordonnée MH, le quarré de 
cette ordonnée est à la somme des quarrés du demi second 
axe , et de l'abscisse CH prise sur le second axe , comme le 
quarré de la moitié du premier axe est au quarré de la moitié 
du second^ ou comme le paramètre du second axe est à*ce 
même axe. Ainsi , la propriété de l'hyperbole , par rapport 
au second axe , n'est pas tout-à-fait la même que par rapport 
au premier. 

129. Problème I. Trouver V expression de la sous-^angente 
PT (Fig. 70), qui correspond à la tangente MT et à Vor-* 
donnée MP. 

En employant l'équation caractéristique de l'hyperbole, 

Ç?Uy = ca7 ^ [(CP)*— (CAy], exactement de la même 
manière qu'on a employé (102) l'équation analogue de l'el- 

iipse, on trouvera, PT = — - — = — ^p — . Ainsi la 

d2. 
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sous-tangente PT est quatrième proportionnelle à l'abscisse 
CP et aux parties AP, PE, de l'axe. 

i3o. Corollaires. I. La distance du centre C au point T, 
oà la tangente coupe le premier axe ^ c'est-à-dire CT =*— , 

puisque CT = CP — PT = X - ^''-""^ _ ff . Etia par- 



tie AT=AC - TC=a --= ^^:^". 

X X 

-.- V rrvmm r ^^ t (XX —^ OO)* 

II. La tangente TM = \/ [ — {xx — aa) h ^], 

///• La sous-perpendiculaire PR = — • 

IF. La perpendiculaire RM i=v/ [ — {pcx — ûfl)H ^]. 

i3i. Remarque. On voit, par l'expression de la partie 
CT de l'axe comprise entre le centre C et l'origine T de 
chaque sous-tangente, pour la courbe hyperbolique MAm , 
que cette partie diminue sans cesse à mesure que x augmente. 
Lorsque x devient iufinie, CT devient zéro, parcequ'une 
fraction dont le dénominateur devient infini, le numérateur 
demeurant fini, est infiniment petite, et peut être censée 
zéro. 

Ainsi toutes les tangentes à la courbe hyperboDque TS/lAnt 
partent nécessairement de quelque point situé sur CA. Et de 
même, toutes les tangente^ ^ Thyperbole opposée NE/i par- 
tent de quelque point de CE. 

Parmi ces tangentes, celles CV, CS, C//, Cs , (Fîg. 71), 
qui, partant du centre C, vont toucher à l'infini , ou peu- 
vent être censées aller toucher à l'infini, les hyperboles 
opposées, sont appelées les asymptous de ces hyperboles. 
Ces quatre asymptotes ne forment que deux lignes droites , 
parceque CV et Cm sont en ligne droite , de même que CS 
et C^. 

L'hyperbole a , par rapport à ses asymptotes, plusieurs 
propriétés que nous allons examiner. 
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iSa. Thëoréme II. Les asymptotes CV, CS , sontparaHe* 
les aux droites AD ^ AB , tirées du sommet A de r hyperbole 
aux extrémités D^B , du second ax^ BD. 

Par le point A, élevez sur AE la perpendiculaire AX qui 
reijicontre en X l'asymptote CV- Il est clair que le triangle 
rectangle GAX sera semblable au triangle rectangle qui au- 
roit pour côté l'abscisse, comptée du centre G, qui répond 
au point infiniment éloigné où l'asymptote va toucher l'hy- 
perbole, l'ordonnée correspondante, et l'asymptote. Ainsi 

on aura, CA : AX :: x : . Mais ;é étant mnme. 

a ' 

, h yj (xx — aa} 

aa est nul par rapport à xx; et par conséquent 

vX DX ^_ 

se réduit à — . Donc, CA : AX :: a? : — :: a ; t :: CA : CD. 

Donc AX = CD ; et par conséquent CX ou CV est paral- 
lèle à AD. On démontrera de même que CS est parallèle à 
AB. 

i33. Corollaires, I, Donc l'asymptote CV divise la droite 
BA. de manière que les trois lignes AH, HC,HB,sont 
égales entre elles. Car, i*^. CV étant parallèle à AD, l'angle 
HCA = r angle CAD z= l'angle CAB. Donc le triangle HAC ^ 
est isoscele, et par conséquent AH=HC. 2^. L'angle BCH 
= l'angle CDA = l'angle CBH. Donc le triangle HBC est 
isoscele, et par conséquent HC= HB. Ainsi les trois lignes 
AH , HC , HB , sont égales. 

//. Si CB est plus petit que CA, l'angle VCS, formé 
par les asymptotes , sera aigu ; si CB > CA , cet angle 
sera obtus ; et si CB = CA , ou , ce qui revient au même , 
si l'hyperbole est équilatere , l'angle en question sera 
droit. 

134. Théorème III. Si Von mené perpendiculairem.ent 
à Vaxe EAP ( Fig. ^2) la droite RMr , qui se termine de 
part et d^ autre aux asymptotes , et qui rencontre F axe eh 
P et P hyperbole aux points Met m; le produit RM X Mr, 
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OU mr X mR , sera toujours égal au quarré de la moitié du 
second axe CB. 

Soient CA = a, CB = i, C^ = x, PM=y. Les trian- 
gles semblables ACB, CPR, donnent CA (û):CB(&) :: 

CP(a:):PR=: — • Donc RM = PR — PM = — — v, 
et Mr = PR-f-PM = -^ -f. jr. Ainsi RM x Mr = 

C-;^^ r ) X (— -^r)——- yy- Mettant pour j^ 

8a valeur — {xx — aa^, on aura , RM x Mr = 



bbxx aahh .. 

— '• H z= bu» 

aa aa 

On observera qu'à mesure que Tabscisse CP augmente, 
la droite RM diminue , et la droite Mr augmente. Lors- 
que X devient infinie , MR devient infiniment petite, 
Mr devient infinie ; et alors le produit d*une ligne infi- 
niment petite par une ligne infinie se trouve toujours égal 
au quarré de la ligne finie CB. 

i35. Théorème IV. Si Von mené par deux points quel-' 
conques M. et ^ de l'hyperbole deux parallèles quelcor^ 
ques Gg , LZ , qui se terminent aux deux asym,ptot€S ; 
les produits GM X Mg , LX x XZ , seront égaux entre 
eux. 

Menez , par les points M et X , les droites Rr , KA , 
perpendiculaires à l'axe , et terminées aux asymptotes. Les 
triangles semblables GMR , LXK , et gMr , ZX/r , don- 
neront ces deux proportions , RM ; KX : : GM : LX ; Mr 
: XA :: Mg : XZ ; lesquelles étant multipliées par ordre 
donnent, RM x Mr : KX x XA : GM x T^g : LX x XZ. 
Or , les deux produits RM X Mr, KX x XA , sont égaux , 
puisque chacun d'eux est égal à (CB)\ Donc aussi GM X 
Mg^ = LXxXZ. 

i36. Théorème V. Si d'un point M de F hyperbole on 
mené à Vasymptote ÇV la droite MI parallèle à Vautre 
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asymptote ; le produit des deux lignes CI ^ IM , sera égal 
au quatre de la ligne CH. 

A cause des parallèles IM, Cr, on a, RI : RM :: IC: 

RM V IC 
M/*. Donc Mr = ^r ; ou bien ( en mettant pour 

Mrsa valeur -^^ ( i34)), -^^^ = ^ — , ou (CB) = 

— • — gj . Le triangle RIM est îsoscele et semblable 

au triangle CHB. Donc RM : CB :: RI : CH ; et pv 

RMxCH ,, ^^p,,_ (KM)-X(CH)> 
conséquent LB = p^j — • , et (^JdJ = TrîT* * 

Egalant entre elles les deux valeurs de (CB)" , on aura 

(RM)-XlC ( RM)^X(CH)- vti ^ m 
gj = T^^ ; ce qui donne RI x IC = 

(CH)*, ou bien (en mettant IM pour RI), IM x IC=CCH)\ 

iSy. Corollaire, Donc , si Yoti suppose IC =: m , IM=:2 , 
Cïi=g; on aura uz=gg, équation de l'hyperbole rap- 
portée à ses asymptotes. 

Le quarré g* , qui est la même chose que le produit 
des deux lignes égales CH , HA , s'appelle la puissance dé 
l'hyperbole. 

Il est clair que la puissance de l'hyperbole est égale au 

quart de la somme des quarrés des deux demi-axes CA , 

CB; puisque, CH étant la moitié de AB, on a (GH)*=: 
(AB)* (CA)*H-(CB)* 



1 58. Théorème VI. Si du centre C de r hyperbole {Fig. ^), 
ai^ec un rayon égal à r hypoténuse AB du triangle rec- 
tangle ACB , qui a pour côtés contigus à Vcmgle droit les 
deux demi-axes , on décrit un cercle qui coupe le premier 
axe aux points F et i qu'on appelle foyers ; qu'ensuite 
d'un point quelconque M de Vhyperbole on m,ene à ces 
points les droites MF, Mf ; la différence de ces deux lignes , 
cest-à'dire Mf — MF, sera constamrr^ent égale au premier 
axe A£. 
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La démonstration se fait comme pour l'ellipse (104), en 
observant que si Ton fait CA = «, CB=:è, AB = 

ex ^t~ £Ul 

l/" (aa^bb) = c,CP=:x; on 2LiciM/=: , MF 



ex — aa 



; d'où résulte "M/ — MF z=za. 

On remarquera que dans l'ellipse les foyers sont tou- 
jours placés sur le grand axe ; au lieu que dans l'hyper- 
bole l'axe sur lequel les foyers sont placés peut être moindre 
que le second axe. 

iSg. Remarque. De là suit un moyen de décrire l'hy- 
perbole par un mouvement continu. 

Ayant déterminé ( Fig. 74 ) la grandeur des axes AE , 
BD, et la position des deux foyers F, exf, prenez une 
règle fCj et un fil GMF , de manière que la longueur de 
la règle surpasse la longueur du fil , d'une quantité égale 
au premier axe AE ; fixez l'extrémité /"dé la règle au point 
f , tellement qu'elle puisse tourner autour de ce point 
comme gond ; attachez Tune des extrémités du fil au bout 
G de la règle , et l'autre extrémité au foyer F ; faites en 
sorte , au moyen d'un style mobile M , que la partie GM 
du fil demeure toujours appliquée contre la règle. Cela 
posé^ si vous faites tourner la règle autour du point/", le 
style M décrira la portion AM de l'hyperbole. Et en pla- 
çant l'instrument de l'autre côté , on décrira l'autre bran- 
che Km. L'hyperbole opposée NE/t se décrira de la même 
manière , en faisant tourner la règle autour du point F > 
comme gond. 

Il est clair que cette construction donne, en effet, pour 
tous les lieux des points ^M, le périmètre d'un hyperbole , 
puisque la différence des Ugnes menées de chaque point 
M aux deux foyers est constamment égale au premier 
axe AE. 

140. Théorème :Vn. Les angles FMT , /MT (Fig. yS), 
que fait la tangente MT avec les droites MF, Mf, me- 
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nées du point M de contingence aux dèuùc Joyers , sont 
égaux entre eux* 

Même démonstration que pour Tellipse ( 106 ) ^ en obser- 

vant qu'ici MF = -ff-_î!L ^ m/ ;_ Z ^ TF = 

ex — aa ^ cx-^aa 

X > J """ X 

On voit par-là qu'un atome , partant du foyer f , et 
allant frapper l'hyperbole au point M , se réfléchira sui-« 
vant une ligne dont le prolongement passera par l'autre 
foyer F ; et réciproquement. C'est cette propriété qui a 
fait donner le nom de foyers aux points F et yi 

141. Théorème VIII. Si des deux foyers F etfon abaisse 
les deux perpendiculaires FO , f¥%. , sur la tangente , le 
produit FO X/K de ces deux lignes sera constamment égal 
au quarré de la moitié du second axe. 

Même démonstration que pour l'ellipse (108); et on 
pourra déterminer chacune des lignes FO , fK , comme 
(109). 

Propriétés de F hyperbole par rapport à ses diam.etres» 

142. On appelle diamètre principal de l'hyperbole toute 
droite MK (Fig. 76) qui passe par le centre C , et qui 
rencontre de part et d'autre les hyperboles opposées; et 
diamètre conjugué au diamètre MK , lajdroite LR parallèle 
à la tangente MT^ et terminée par les droites ML, KR^ 
menées parallèlement à la droite AB qui joint deux extré-» 
mités des deux axes , et qui est placé du même côté que 
le point M. On dit aussi que le diamètre MK est conjugué 
au diamètre LR. 

Une ligne droite menée d'un point de Thyperbole à un 
diamètre , parallèlement au diamètre conjugué , s'appelle 
ordonnée au premier de ces diamètres. Ainsi VH, ou uii, 
est une ordonnée au diamètre MK. 

Une troisième proportionnelle à deux diamètres conjugués 
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est le paramètre du diamètre , qui est le premier terme de 
la proportion. 

143. Théorème IX, Tout diamètre de V hyperbole est 
divisé en deux parties égales au centre C. 

D*abord on démontrera^ comme pour Tellipse (112)^ 
que le diamètre principal MK est divisé en deux parties 
égales au centre C. Ensuite on verra que le diamètre con- 
jugué LR est aussi divisé en deux parties égales au point 
C , puisque les deux triangles CML y CKR , qui ont tous 
les angles égaux ^ ont de plus les côtés CM^ CK égaux; 
d'où résulte CL=CR. 

144* Théorème X. Si des extrémités M. et h d*un diamètre 
principal MKe^ de son conjugué LR, on mené à Vaxe AE 
les perpendiculaires MP , LQ , la partie CQ qui répond 
au diamètre secondaire sera moyenne proportionnelle en-^ 
tre les abscisses AP et PE correspondantes au diamètre 
principal. 

Menez MO parallèle à AE ou perpendiculaire à LQ. 
En nommant à l'ordinaire AC, a ; CB, b; CP, x; et CQ, z; 

b ^ (XX'—iKl) 

on aura PQ ou MO =: x — z , PM = , la sous^ 



xx-^aa 



tangente PT = 

Les triangles semblables TPM , CQL , donnent PT 

xX'—iici h\/ (xx atiS bxz 

et les triangles semblables CBA, OLM, donnent AC (a) : 
CB {b) :: MO {x—z) : OL = ii^Zi\ Donc QL = QO 

4- OL = PM 4- OL =: -^^ 1 ^= . Egalant 

entre elles les deux valeurs de OL , on aura -77, = 

^ ' av{xx — aa) 

b^/{xx-~aa) b{x-^z) 

— « — , 1 Qu jjien xz:=. v/ ( xx — aa) X 

\/ {xx — aa) -i- {x — z) \/ {xx — aa); ou bien^ [x •+■ 
\/(xx'^aa)]z=.\/{xx — aa) x [a?+ v^ (0:0; — aa)]î 
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OU (en ôtant de part et d'autre le facteur commun et 
quarrant), zz = xx — aa, ou (CQy = AP X PE. 

145. Théorème XI. Le diamètre secondaire LR étant 
supposé conjugué au diamètre principal MK , ou parais 
lele à la tangente MT , menée par V extrémité M de ce der-^ 
nier , sera aussi parallèle à la tangente menée par soit 
autre extrémité K à Vhyperbole opposée* 

En effet, si Ton mené à Taxe AE les ordonnées perpen-« 
diculaires/MP, KX, les deux triangles rectangles CPM, 
CXK , qui ont tous les angles égaux et des hypoténuseé 
égales, sont parfaitement égaux. D'où il suit que les deux 
branches AM , EK , des hyperboles opposées , étant parfaite* 
ment égales et semblables , les deux triangles rectangles 
TPM , ^XK , sont aussi parfaitement égaux , et que par 
conséquent les lignes TM , ^K , sont parallèles. 

146. Corollaire. Donc , si Ton mené (Fig. 77) par les 
extrémités L et R d'un diamètre secondaire LR les droites 
OLH , IPG , parallèles au diamètre principal et conjugué 
MK , lesquelles rencontrent en H , G , O , I , les tangentes 
TM, ^K, prolongées , le quadrilatère HGOI, sera un 
parallélogramme. Ce parallélogramme est composé des 
quatre parallélogrammes égaux CMHL, CKOL, CMGR, 
CKIR. 

147» Théorème XII. Le quarré d'une ordonnée VH 
(Fig. 78) au diamètre MK est au produit MH X HK oj* 
(CHy — (CM)' des abscisses de ce diamètre , comme le 
quarré du dem^i- diamètre conjugué CL est au quarré du 
demi-diametre CM, ou comme le paramètre du diamètre 
MK est à ce diamètre. 

Même démonstration que pour l'ellipse (116). 

148. Corollaires, L Donc , si Ton nomme f le demi- 
diametre CM , g le demi-diametre conjugué CL , ^ l'ab- 
scisse CH , t Tordonnée VH , A le paramètre du diamètre 

/Ttr fi 

MK^ on aura les équations tCzzz-j^^Çss — ff), ttzz^z^^ss — 
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ff) y lesquelles , étant comparées avec les équations yy =f 
— (^xx — aa) yyy:=z — {xx — ^a ) , qui se rapportent 

aux axes, font voir que les propriétés de l'hyperbole, en 
ce qui regarde les rapports entre les quarrés des ordonnées 
et les produits des abscisses , sont les mêmes pour deux 
diamètres conjugués que pour les deux axes. 

//. Si par le point V, extrémité de l'ordonnée HV, on 
mené à l'iiyperbole la tangente VS , qui rencontre en S le 
diamètre MK , la sous-tangente HS , qui correspond à For- 

donnée HV, a pour expression ; la partie CS, com- 

/* 
prise entre le centre et le point S , a pour expression — 

et la distance SM du point S à l'origine M du diamètre 

MK a pour expression . Tout cela se démontrera 

en employant la propriété pour les diamètres , comme on a 
employé la propriété pour les axes dam les cas semblables. 

149- Théorème XIII. La différence des quarrés des deux 
demi-diamètres conjugués CM , CL , est égale à la diffé" 
rence des quarrés des demi-axes CA , CB. 

Même démonstration que pour l'ellipse (118)^, à cela 
près qu'au lieu d'ajouter les quantités (CM)* et (CL)*, il 
faut retrancher l'une de l'autre; ce qui donne (CM/— 
(CL)* = (CA)* — (CB)\ 

i5o. Théorème XIV. Le parallélogramme fait autour 
jde deux diamètres conjugués est ('gai au rectangle fait 
autour des deux axes ; ou , le parallélogramme CMHL 
(Fig. 'j'j)fait autour des deux demi-diametres conjugués 
CM , CL , est égal au rectangle CAVB fait autour des 
deux demi-axes CA, CB. 

Même démonstration que pour l'ellipse (ii9).v 

i5i. Théorème XV. Si de l'extrémité M (Fig. 79) du 
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diamètre principal MK on mené au foyer f la droite Mf ^ 
qui rencontre en 2i la diamttre conjugué LR , la partie 
MZ de cette ligne sera constamment égale à la moitié CA 
du premier axe. 

Même d^^monstratîon que pour Tellipse (120). 

iSs. Problème II. Connaissant de grandeur et de po^ 
sition deux diamet/es conjugués MK y LR , d'une ky-pi^r'^' 
bole , déterminer ses axes. 

Nommons/ et g les deux demi-diametres conjugués don- 
nés CM j ex ; n le sinus de l'angle MCL , qu'ils forment 
ensemble pour le rayon 1 ; a et 6 les deux demi-axes in- 
connus ; abaissons du point L sur CM la perpendiculaire 

LZ , laquelle a pour valeur—-': on aura (149) ^* — ^'= 

/^ — g*; et (i5o) abzsz itfg. La première équation sup- 
pose qu'on aity > g, et par conséquent a > b, S^/ < g, 
et conséquemment a < b , on auroit g^ — /"" = b' — a*. 
Mais , comme les résultats sont semblables dans les deux 
cas ^ je considère seulement le premier , où l'on a., a^ — b* 

fifîg 
L'équation ab = nfg donne b = . Substituant cette 

valeur de b dans l'autre équation a* 7-^ b* =/** — g' , on 
aura a* - -^^ =f-g^,ovia'—a^(J'-g^)=n'fg^', 

ce qui donne a= ^— . Mais 

des deux signes qui affectent le radical il faut employer 
seulement le signe supérieur , afin que la valeur de a puisse 
être réelle, ou que le problème puisse avoir une solution 
réelle. De là et de la substitution de la valeur ^de a' dan» 
l'équation a* — b^ '==-P — ^^^"^ tirera 

Il est facile de construire ces valeurs par les propriétés 
du triangle rectangle. En effet, faîtes d'abord un triangle 
rectangle dont l'hypoténuse =/^ Tun des côtés =z^; vous 
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aurez ( en nommant c l'antre côte ), c* =/*' — g^. Cher- 
chez une moyenne proportionnelle k entre âCM ( 2^) et 
L/ (ng); vous aurez A'= s^g , et k^^=j^*f'g'. Ainsi 

aa = V/ [^c' H- 31/ (c* -h A*)], 
afe r= V/ [ai/ (c* H- A*) — ac]. 

Pour trouver l'expression du radical intérieur 1/ (c* -4- A*) , 
faites un premier triangle rectangle qui ait pour côtés con- 
tigus à Tangle droit les lignes c et A- ; de l'angle droit 
abaissez sur l'hypoténuse une perpendiculaire qui déter- 
ttiine deux segments ; avec ces deux segments , comme 
côtés contigus à l'angle droit , faites un second triangle 
rectangle; ensuite cherchez (Géora. 198) un quarré H*, 
tel que l'on ait cette proportion , le segment qui , dans le 
premier triangle rectangle , répond au côté c , est à l'hypo- 
ténuse du second triangle rectangle , comme le quarré c* 
est au qnarré A*; vous aurez ft = |/ (c* -+- A*). De sorte 
que 2a= \/ [2(0^4- A^)], et !2b=\/ [t^h^ — c')]. 

Maintenant , faites deux quarrés , dont le premier ait 
pour côté \/! (71^+ c^) j et le second pour côté j/ (h^ — c"); 
la diagonale du premier quarré sera la valeur de za , et 
celle du second la valeur de zb* 

Tout cela est aisé à démontrer en construisant des figu- 
res pour suivre les opérations indiquées , et en appliquant 
à ces figures les propriétés du triangle rectangle établies 
dans les articles i85, 187, 188, etc. de la Géométrie, 

Quant à la position des axes 2a et afe , elle se détermi- 
nera par l'article précédent , en opérant comme pour 
l'ellipse. 

i53. Théorème XVI. Les extrémités L, R ( Fig* 80), de 
tous les diamètres secondaires LR , conjugués aux dia-* 
mètres principaux MK d'une hyperbole MAm et de son 
opposée NEK , dont AE est le premier axe y BD le second, 
sont placées sur les périmètres de deux hyperboles oppo^ 
sées y dont le premier axe est BD et le second AE. 

Menez les perpendiculaires LQ , LX , aux deux axes de 
Vhyperbole principale^ ii^enez de plus l'ordonnée^ MP à 
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l'axe AE, et la tangente MT. En nommant AC, a; CB, b ; 
CP, x; ex ou QL^ u ; CQ ou LX, z; on aura PM = 

by/ (^xx-^aa) xx — aa i . i 

, PT = 9 et les triangles semblables 

TPM, CQL, donneront TP(-Î^^) : PM( *^^'^~'^^ ) 
:: CQ (2) : QL ( M ). D'où Ton tire u = — , ou 



r* 



a?* z* 



bien uu = — — r. Substituant dans cette équation 

a'- (XX — aa) a 



aa 



pour XX sa valeur zz -h aa (127), on aura zz = ,^ 

(mm — bb); ce qui est Féquation d'une hyperbole dont â& 
est le premier axe, 2a le second, u l'abscisse prise sur le 
premier à compter du centre , z l'ordonnée correspond 
dante. 

154. Théorème XVII. Deux hyperboles sont semblables 
lorsque leurs axes homologues sont proportionnels. 

Même démonstration que pour deux ellipses sembla- 
bles (1^3). 



Solution d'un problème utile dans l'architecture 
des Doûtes en arcs rampants* 

i55. Le ceintre d'une voûte forme ce qu'on appelle un 
arc ramparit lorsque les pieds-droits qui la soutiennent ne 
sont pas de même hauteur , et que par conséquent la voûte 
s'élève, o\i-rampe , en termes d'ouvriers, d'un pied-droit 
à l'autre. Ce ceintre doit toucher les deux pieds-droits , 
et de plus passer par un point donné, qui sert à dé* 
terminer la ligne de rampe , c'est-à-dire la ligne qui tou- 
che la courbe en cet endroit. Ordinairement les ouvriers 
composent les arcs rampants avec une suite d'arcs de 
cercle ; ce qui a l'inconvénient de former ime courbe dis- 
continue. Mais on peut et il vaut mieux y employer une 
courbe continue , en prenant pour Tare rampant entier 
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une portion de section conique. Voici à quoi se réduit le 
problème. 

i56. Déterminer une section conique ( Fîg. 8i ) qui 
iouche en deux points donnés Met N les côtés TZ, TV> 
de Vangle donné ZtTV^ et qui passe par un autre point 
donné H. 

Nous pouvons concevoir en général que la section coni- 
que demandée est une ellipse ou une hyperbole ; car le cercle 
et la parabole se rapportent à Tellipse (98). 

Joignons les deux points donnés M et N par la droite MN"; 
divisons cette ligne en deux parties égales y au point P ; par 
ce point , et par le sommet T de l'angle donné , menons la 
droite indéfinie TP. Le centre de la courbe se trouvera né- 
cessairement sur cette ligne. Car, si par le centre et par le 
point P on mené une droite indéfinie , il est évident (^117, 
n^. II, et 148 j n^. II), que les deux sous-tangentes qui ré- 
pondent aux deux ordonnées égales , et dont les directions 
tombent sur la ligne dont nous venons déparier, ont des 
valeurs égales, et que par conséquent les extrémités T de ces 
deux sous-tangentes tombent au point d'intersection des 
deux tangentes ZT, VT. Ainsi , le point T, le point P, et le 
centre de la section conique , sont placés sur une même ligne 
droite. 

Imaginons que le point C soit le centre de la section coni- 
que , le point L Textrémité d'un diamètre de cette courbe ; 
du point donné H, menons parallèlement à NM l'ordonnée 
HO au diamètre en question. Les points T, M , N , P, H , 
étant donnés , il est évident que les lignes PN ou PM , TP, 
HO , PO, sortt données. Reste à trouver PC , ou TC, pour 
avoir la position du centre de la courbe ; ensuite nous en 
conclurons CL. 

Suivant la position qui est attribuée au point C dans notre 
Figure , la courbe est une ellipse ; et alors on a , par la pro- 
priété de cette courbe relativement à deux diamètres conju- 
gués , (OH)' : (PN)" :: (LC)" — (OC)' : (LC)" — (PC)\ Donc 

dividendo ,{SmY — (^"^Y :(PN)* :: (PC)*— (OC)' : (LC) — 
(PC)\ Or, OC=PC— PO, et(OC)^= (PC)"— aPC X PO 
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-4-(P0)';(LCr— (PC)'=PCxPT (ity, n" U). Donc 
la proportion précédente deviendra (OH)' — (PN)" : 
fPNJ' : 2PC X PO — (POy : PC x PT. D'où l'on tire 

^*^'-"^ afQxtPN)--[(OH)-_(PN)-]xPT ' expression dana 
le second membre de laquelle tout est connu. Ainsi on con- 
Boîtra PC. Ajoutant TP à PC, et réduisant tout au même 
dénominateur, on aura 

_p _ aPO,X(PN)'XPT— (PTj-XCÇOH)'— (PN)']+(PN)-X(PO )' 
^^ — iPOX(PN)-— r(OH)'— CPN)']XPT ' 

quantité connue. 

Dans l'hypothèse de notre Figure, on a (CL)' — (PC)' 
= PT X PC ; et par conséquent (CL)' ^ (PC)' -f- PT 
X PC,etCL = ±i/[(PCy + PT X PC], quantité toute 
connue. 

La yaleur positive représentant le demi-dlametre CL , la 
valexu: négative représentera le demî-diametre égal, mais 
posé en sens contraire sur !a même ligne droite, 

En supposant que CB soit le demi-diaraelre conjugué au 
(lemi-diametre CL, on trouvera CB, au moyen de la pro- 
pomon(PN)'. :(CB)' :; (CL)' — (CP)= : (CL)% laquelle donne 

(*^2) = [CL)'-(CP)' "'^'^° = -'^^ (GL)--(CP)' J' l"^*^- 
tité toute connue. On fera sur le double signe la même obser- 
vation que pour la valeur de CL. 

Coonoissant les deux demi - diamètres conjugués CL, 
CB, on pourra déterminer ( 121 ) les axes de l'ellipse et la 
décrire. 

1 57, Remarque I. L'ellipse se charige en cercle , lorsque 
l'angle TPN des coordonnées est droit, et que de plus 
CB=n CL. Or, la pf«miere condition exige que les deux an- 
gles TNM , TMN , soient égaux , oii que le triangle TNM 
sOit isoscele , puisque la droite TP divise NM en deux par- 
ties égales au point P. La seconde donne (CL)' t= (CB)°, ou 

'•'^^1'= i™''-(Cpt- >°° (CLr = (CP)' + (PN)- 1 et comme 
on a d'an autre c6té (CL)" = (CP)' + PT X CP, on aura 
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{CP}' + (PN)' = {CPj^ + PTxCP, et par conséquent 
fC=- s r- . Egalant cette valeur particulière de PC à celle 
qu'on a trouvée ci-dessus en général poui la même ligne, on 

aura -^ = ^pox(P^)--[tOH)'-(PN)']xPT ' ** °" '^'^ 

„^ 2pOX(PN)' . , , , 

tùe PT = ' (FO]- + iOH] " - — tPÎ?iy ' ^"P^^^O" °g la hauteur 
du triangle iaosceleTNM. Ainsi , pour que la courbe cherchée 
paisse être un cercle, il faut que le friangle TNM soit 
isoscele , et qu'il ait la hauteur qu'on vient de déter- 
piijier. 

i58. Remarque II. Si le dénominateur de Ja fraction 

qui exprime en général la valeur de PC étoît zéro, ou 

qu'on eût 2PO X (PN)- — [ COH)= — (PN)' ] X PT = o , ou 

aPO X ( PW y 
PT = .TTTTt eït: ; ^ors la valeiu' de CP seroit ûifinie. De 

T (UH) — (f W) 

même , les valeurs de CL et de CB seroient infinies. Ainsi 
i'ellipse deviendroit une parabole ; car la parabole peut 
être regardée comme une ellipse dont le centre est infini- 
ment éloigné d'un point quelconque de son périmètre. Lq 
point L étant l'origine du diametie LC de la parabole , ef 
connoissant la valeiu- de la sous-tangente PT par l'équation 
„„ aPOX(PN)' , ■ , , "' , 

PT =: ÏÔ HV " — (TNv ^^"^ second membre est connu , 

on connoîtra l'abscisse LP qui est la moitié de PT. Donc là J 
l'on nomme P le paramètre du diamètre LC , on aui 

P=r-T-p— , quantité donnée. Coiinoissant le paramètre d 
diamètre LC , et l'angle de ce diamètre avec ses ordonoéei 
on trouvera (93) la position dç l'a^ de la parabole, son» 
met et son paramètre. 

i5g. Remarçue III. Si la valeur de CP, supposée CnidJ 
est négative , ou qu'on ait izPO X (PN)" < [(OH)' — (PN)"¥ 

I X PT , OU PT > 7 q^ ,^ ; alors le centre de la cour] 

tombera au-dessus du point Len G'; et cette courbe s 






Â. LA GÉOMÉTAIK^ cbap. IY. 
-une hyperbole. On déterminera d«iix demi-diamètres conju- 
gués, et ensuite les axes de l'hyperbole, en employant, 
comme pour l'ellipse, lesproprïétéa analogues de l'hyperbole. 

160. Remarque Ip^, Dans la pratique , il faut, pour abré- 
ger les opérations , et pour éviter en même temps les er- 
reurs quelqueftMS assez considérables que le tracé graphique 
entraiue nécessairement avec lui, évaluer en nombres 
les lignes données , et chercher aussi en nombres les lignes 
inconnues. 

La ligne de rampe est facile à déterminer, puisqu'il ne s'agit 
pour cela que de mener par un point donné H une tangente 
à une section conique dont l'espèce et les dimensions sont 
données. 



CHAPITRE V. 
Dus problêmes déterminés qui passent Je second 



161, J_iE& problèmes déterminés de géométrie qui passent 
le second degré sont ceux qui conduisent à des équations 
finales et déterminées d'un degré supérieur au second. 
X.es condidons s'en expriment en langage algébrique par 
des moyens analogues à cens que nous avons employés 
dans les recherches précédentes. Nous dormerons ci-des- 
sous quelques problèmes de cette espèce. Commençons par 
expliquer la manière de résoudre géométriquement les équa- 
tions déterminées qui montent plus haut que le second degré. 

163, Nous avons donné, dans le traité d'algèbre , la mé- 
thode pour trouver en général les racines d'une équation du 
troisième ou du quatrième degré, sauf les restrictions qui 
ont lieu dans le cas irréductible ; et nous avons observé 
qu'on n'a encore pn résoudre en général aucune des 
équations qui passent le quatrième degré, et qu'alors on est 
réd'iît à déterminer les racines, seulement par approxîma- 
a3. 
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lion. La résolution algébrique (exacte ou approchée) d 
équation sei t à trouver en nombres les valeurs de l'iDConj 
que l'on cJierrhe : et cela est souvent d'un usage trèa com 
mode dans la pratique. Mais la résolution géométrique d'u 
équation , c'est-à-dire l'art de trouver en lignes les * 
de l'inconnue , s'exécute par la construction de différentes 
courbe» qui se rencontrent , et dont les ordonnées ou ab- 
scisses communes donnent les racines de l'équation. Je 
m'explique. 

i63. On a tu en différentes circonstances que si un 
problème a plusieurs conditions qui soient exprimées par 
des équations particulières, l'équation finale et détei^ 1 
minée se trouve en éliminant successivement toutes les" ' 
inconnues , à l'exception d'une seule. Donc , réciproque- 
ment, toute équation déterminée peut être considérée 
comme la résultante de plusieurs autres équations qui con- 
tiennent différentes inconnues. De plus, on est toujours le 
maître de considérer une équation déterminée comoiQ 
la résultante de deux équations entre deux inconnues 
et les quantités données , pourvu que ces équationi 
composantes soient telles qu'eu éliminant l'une des incoOt- 
nues, on trouve en effet l'équation proposée. Poursimpli* 
fier l'opération, autant qu'il est possible, il faut donner au 
équations composantes toute la simplicité dont elles soi 
susceptibles. 

Supposons, par exemple, qu'on demande le côté d'u 
cube double d'un cube donné. En nouunant a le côté da 
cube donné , a; le côté inconnu du onbe demandé ; on aura 
l'équation x^ =.2.0' ; ou, x ' — W = o ; ou ( en tnultiplianj^ 
tout para:), x^ — :ia'x^o. Je preuds une seconde incon^ 
nue y, telle que l'on ait xx:=aj. Cette équation doan0 
a^^Lo'jr'. Substituant celte valeur de x' dans l'équatioa^ 
proposée a^ — au'a::r=o,on aura a' y' — za' x =0, ou 
jy=max. L'équation a:' — aa^^ :^o peut donc être regar- 
dée comme la résultante de ces deux-ci , yy = 2ax^ 
XX ■:=^ay , puisqu en éliminant j' on retombe nécessairement 
dans l'équation a.' — a£^x^=:. o. Les deux équations compot 
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vmtes'yy = zav , xx = ajr^ représentent chacune une para- 
bole ; et elles se construisent ainsi* 

Ayant mené la ligne indéfinie AZ ( Fîg. 82) , et ayant pris 
sur cette ligne le point fixe A, construisez, une parabole 
BMA^, qui ait son axe sur AZ, son sommet au point A^ 
pour paramètre une lig»e égale à 2a , et dont l'es abscisses, 
prises sur AZ à compter du point A , soient représentées paf 
Xj et les ordonnées perpendiculaires corriespondantes, par 
jr. Par le point A, élevez AX perpendiculaire à AZ ; construi- 
sez une seconde parabole CMAc, qui ait son axe sur AX, 
son sommet au point A , pour paramètre une ligne = û , et 
dont les abscisses, prises suryAX à compter du point A, 
soient représentées par^, et les ordonnées peipendiculaires 
correspondantes par x. Il est clair que tous les points de la 
parabole BMAè sont les lieux de Féquatîon jy =2^0: ; c'est- 
^ à-dire qu'en donnant à x une valeur quelconque , l'extrémité 
de l'ordonnée correspondante est placée sur la courbe para- 
bolique BMAfe ; et que de même tous les points de la para- 
bole CMAc sont les lieux de l'équation xx =. ay. Or , ces 
deux courbes se coupent en un point déterminé M, tel que 
si Ton mené aux axes AZ , AX , les ordonnées perpendicu- 
laires MP, MQ , l'inconnue x que l'on cherchoit estl^abscisse 
déterminée AP, et la valeur correspondante à^y. est l'ordon- 
née déterminée PM, ou AQ. Car, au point M , en tant qu'il 
appartient tout à-la-fois aux deux paraboles^ les deux équa- 
tions j|^j^= Q.ax y XX :=. ay , ont lieu. Donc, puisque x et y 
ont les mêmes valeurs pour les deux courbes, et que la posi- 
tion du point M est donnée , parcequ'on est censé connoître 
tous les points par lesquels passent les deux paraboles , il s'en- 
suit que le côté a? du cube demandé a pour expression /m^c/re 
l'abscisse déterminée AP. 

On observera que les deux paraboles passent par le point 
A , parceque , dans les deux équations composantes , x z=z o 
donne ^ = o. La racine :r = o est inutile , et provient de ce 
qu*on a multiplié l'équation primitive x^ — fia^x = o , 
par X , pour former l'équation x!" — 20^ x z=l o. Comme nos 
deux paraboles ne se coupent pas ailleurs qu'aux points A et 
M, auxquels répondent deux: racines réelles de Téquatioi 
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oi" — 2«'j? == o^ on doit conclure que les deux autres racin^ 
de cette équation sont imaginaires. 

164. Soit l'équation déterminée x^-^-aa^-i-bx-^c znz o, qui 
est la plus générale du troisième degré. En multipliant chaque 
membre par x , elle devient x^ 4- ûrf 4- bx'' 4- cx= o> et se 
rapporte à l'équation générale du quatrième degré , x^ •+• 
ax^ + bx"" + cx-h d=o, dans laquelle on auroit cl =r o. 
Ainsi la construction des équations du troisième degré dé- 
pend de la construction des équations du quatrième. Je vais 
donc construire celles-ci par une méthode générale^ d'où 
l'on tirera , comme corollaires^ tous les cas tant du quatrième 
degré que du troisième. 

i65 Supposons qu'on ait a?* -f- ax^ -+- bx"" 4- ca:4- rf = o : 
à, b ,Cy dj étant des quantités données^ x l'inconnue. Je 

forme d'abord Féquation indéterminée my = xx 4- , 

y étant une seconde inconnue y m une constante arbitraire y 
à laquelle on sera par conséquent le maître de donner la va- 
leur qu'on jugera la plus propre à simplifier la construction,. 
Cette équation est la même chose que^ 

ax 
I. my — . XX =0. 



fl'x' 



• Elle donne m*y'*:=i a?* 4- ax'^ H — — ; et par conséquent 

x^ 4- ax^ = m'y'' • Substituant pour a;* 4- na^ sa valeur 

dans l'équation proposée , on aura nï'y'' h bx'' 4- 

cx+d:=: o , ou bien^ en divisant tout par w»% ! 

a'*x^ bx"^ ex d 

Mettons dans tette équation pour x'' sa valeur my , 

nous aurons , . • 

0:"^ a?x by ahx ex d 

Mettons successivement et séparément^ dans le secolid 
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terme et dans le troisième terme de l'équation II, pour x' sa 
vaJeur, noua formerons les (feus équatioas, 

a'y a''x^ Ix} ex fl 

'^- »'-4^ + S5 + ïnr+B + ^ = °' 
^- ■>'/-4Sr + »-^+*ï + -s: = ''- 

Ajoutons lYquation I avec l'équation TU, puis retran- 
chons l'équation I de l'équation III ; nous formerons ces 
deux- ci ; 

Vr. yy -^my— XX — ^ — . — ^ + t^ + -H! _ Ul- 

ose a^f a' X by alx 
VII. YY — my + xx + — 1- -n-7 + 



Or , en ima^ant que x ety représentent les coordonnées 
d'une courbe, et considérant que leS équations précédentes 
sont toutes du second degré , et que par conséquent elles 
peuvent être comparées avec l'équation générale j' + «i -f- 
brs-^cr-+- dr' + e=za de l'article 68 : on verra par l'analyse 
des articles 6g, 70, 71 , 72, etc., que les équations I et III 
se rapportent à la parabole ; que les équations II et IV se rap- 
portent à l'ellipse si ( — —7 H ) et — sont des quanti- 
tés positives , et à l'hj-pérfcole si ces quantités sont négatives ; 
que les équations V et VI se rapportent à l'hypexboie ; qUe 
l'équation VU se rapportera au cercle , pourvu que les coor- 
données X ety soient perpendiculaires entre elles , sinon elle 
se rapportera à l'ellipse. 

Je suppose toujours que les quantités constantes a, b, 
c , etc. ont deS valeurs et dès signes t^ qne les équations 
précédentes soieoî réelles , et reprétentent conséquemment 
des courbes. Car, si on avoit , par exemple , une équntion 

de cette espèce, j-j- -h — H- ûû ^ o, elle seroii absurde,- 

et ne représenteriMt tiea; ativendu tme.y est toHJom-s ima- ^H 

h Jl 
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ginaire, quelque valeur, qu'on doime à; a? ^^ et récipro- 
quement. 

166. Quoique la comparaison des équations précédentes 
avec la formule générale de l'article 68 soit facile , en voicî 
néanmoins deux exemples. On opérera de même dans les 
tiutres cas. . 

Soît l'équation I, my — xx — = 0. Je'^orfnmence 

par écrire la formule générale s"" + as •+• 1rs -H cr -f- dr* 
-h e :=rO de la manière suivante > s^ -H- «5 -^-ffjhr 4- y r H- ^r^ 
+ 1 = 0, en mettant des lettres grecques * , ^ , y , etc. à la 
place des lettres latines , afin d'éviter que ces . dernières 
lettres qui sont employées dans les équations à comparer 
ne paroissent avoir chacune des valeurs diffôrehteS. En- 
suite j'écris s pour x^r pour j^, dans l'équation proposée 

my — XX = o ; et j ai-mr — s z= p , ou bien 

« ■ ■....'., 

j' H- -^-^mr= o. Cela posé ,• cette équation s'identi- 
fiera terme à terme avec la formule 5* -h *J-|- Cri H-yr-f- 

à .... 

if^+'izzz: o , si l'on fait * ==— r, ff=o,y==— m,^ = o, 
f =r o. Par conséquent l'équation ( B ) de ^^articlG' 68 de- 
viendra zz — mr~^ —^ = o , et l'équation (D), de Tarticle 70 

, ma aa aa mon 

deviendra zz -+- ' — u — --=•:::= o, ou bien zz = —^ ^ • 

p ID ' 10 p 

Cette dernière équation se rapporte au premier cas de l'ar* 
ticle 7a , ou à la parabole. 

Soit 1 équation U,yy + (—- '^) x^ + 'j^^^ — =0; 

et supposons que — ;• — 7-7- soit une quantité positive , 
que je représente par+ A^ on aura (en mettant s pour jr , 

cr d \ 

r pour x) , j' -4- Ar* H — 7- h j == 6, Comparons cette 

équation terme à terme avec la formule j"* -h «lî-hCrJ-f- 
r-hyr'H-8 = o, nous eî\xttm&.tt^=^ïo , S ::=:.q , <r=rA,y=ï 
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— ^ 1= — 7. Ainsi l'équation (B) <lç raiticle 68 sera zz-\^ 

cr d * 

-7- -+- kr'^ ^= o ; et Fëquatiôn (D)' de Tarticle 76 sera 
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zz + -^7- H ---^ 4- -T = O > OU bien zz = •—^-7 — 

m^p p* fit' m* 

— -, — _, La- quantité k étant supposée positive, et le 

quarré zz étant toujours positif, de même que les deux 

q"* 

quarrés — , , m' ; il faut nécessairement que Tune des quan- 
tités—i, » soit négative, et 'telle que la .valeiur résul- 

f ^ d 

tante pour zz soit positive. Supposons que — r^ soit une 
quantité négative, que je représente pair — A, on aura Z2== 

ji ^ . équation qui se rapporte au second cas 

de l'article 72 , et qui appartient par conséquent à Tellipse. 

167. Il est donc clair par-là que toute équation du qua- 
trième ou du troisième degré peut se résoudre géométri- 
quement par les rencontres de deux sections coniques, 
suivant F esprit de la méthode que nous avons employée 
( i63) pour résoudre l'équation particulière x^ — 2,a^ = o. 
On choisira dans chaque cas les deux sections coniques 
qu'on jugera devoir donner les constructions lès plus 
simples. 

Il est bon de remarquer qu'an lieu de l'équation I, my-^zz 

€LX 

XX H , nous aurions pu supposer my == xx ; mais 

alors le rectangle xy se seroit trouvé dans les équations 
suivantes, et la construction en deviendroit plus compli- 

quée. Si donc l'équation my == xx H — : — - est un peu 

moins simple que l'équation //ly = ic;r , cet inconvénient 
est plus que compensé par la simplicité qui en résulte 
pour l'équation qui doit être combinée avec la précédente. 

1 68. Les lecteurs qui auront suivi avec attention les difTé- 
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rrentes formes par lesquelles nous avons fait passer l'éqai 

l tion générale de l'article 68 pour parvenir aux formuli 
ijàe l'article 73 n'auront aucune peine à reconnoître f'd 
Bpece de la section conique à laquelle se rapporte une équï 

^oa du second degré à deux variables ; car ils n'aurim 
Kpour cela qu'à comparer terme k terme l'équation propq- 
D l'équation générale de l'article 68; ce qui donuei^ 
fies valeurs des constantes a, b , c, etc. relativement aixi 

^as que Ton considère. 

169. Les équations déterminées qui passent \t 4 
vtrieme degré ne peuvent être construites par le moyen a 

leuï Sections coniques , mais il y faut employer au moifl 
me courbe d'un ordre supérieur. Soit, par exemple, l'équ*- 
Ftion du cinquième degré a;' + ax* -t- bx^ + cx^ -H àx 
»«=: o. Cette équation ne peut pas résulter de ia combfc 
l tiaison de deux équations du second degré ; mais nous pouiw 
I rons la construire ainsi. Soit xx ^ay , équation à la pa- 
rabole ; et mettons pour x' sa valeur dans l'équation pré* 
cédente : nous aurons a' y^ x + a' jr' + hayx + cay -+? 
dx'\'e:^o; équation d'une courbe du troisième ordre , 
qui , étant combinée avec la parabole représentée par l'éa 
quation xx^ay , donnera les racines de l'équatioapro; 

Êosée a:' -h ax* + etc. On trouvera à-peu-près de méma 
s courbes qui peuvent servir à construire les équations 
Idu sixième degié, du septième, etc. 

170. L'élégance d'ime construction géométrique demande 
^u'on y emploie les courbes de l'ordre le plus simple qu'tt 
est possible relativement au degré de l'équation qu'il s' a^ 
de construire. En conséquence les géomètres ont établi deV 
règles pour reconnoître dans chaque cas les courbes qu'il 
convient d'employer. Je n'entrerai pas dan^ ce détail, qni 

fine meneroit trop loin, et qiii suppose d'ailleurs la t 
I fioissance de plusieurs propriétés des courbes que mon pla& 
I ne permet pas d'analyser. On peut voir à ce sujet les oifr 
I TTages déjà cités de MM. Euler et Cramer. Je me conteur^ 
I terai d'indiquer une méthode générale ponr cooslriére 1« 
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^■juations de tous les degrés, laquelle est d'an iisage très 
commode dans la pratique. 

171, Soit en général l'équation déterminée m^ax + 
bx' -t- ex' + ex* + etc. Prenez ime nouvelle inconnue _j-, 
telle que l'on ail jr' = aa; + l'x' ■+■ ex' ■+■ est.* + etc. Con- 
struisez la courbe représentée par cette équation , en ob- 
servant qile si chacune des lettres m, a, b, c , etc. , a:, repré- 
sente une ligne, comme on peut toujours le supposer; le 
terme ax est censé divisé par une ligne qui est prise pour 
u^téj le terme bx' est censé divisé par le quarré de cette 
nnité ; le terme ex' par le cube do l'unité, etc. La Taletir 
géométrique de chacun des termes ax , bx' , ex' , etc. se 
trouvera donc par la méthode des articles 35, 36, etc. 

Cela posé, sur une ligne indéfinie AZ ( Fig, 83) prenez 
l'abscisse quelconque AP^r^a;, et menez l'ordonnée cor- 
respondante PM (y) , qu'on peut toujours supposer, et que 
nous supposons en effet perpendiculaire à AP. Décrivez 
la courbe AMMM , qui a pour équation y = ax + bx^ -(- 
cx'-f-etc. , en déterminant successivement tons les terme» 
ax,bx' , ex' , etc. qui doivent composer par leur assem- 
blage la valeur de y , et puis les ajoutant ensemble pour 
avoir y. 

Cette courbe i^tant décrite, pour avoir les expressions 
linéaires des racines de l'équation déterminée m =r ajî -f- 
bx^ H- ex' + etc. , élevez par Je point A , et perpendicu- 
lairement à AZ, la droite AQ ; prenez AK =;= m ; et menée 
KH parallèle à AZ ; par les points H , où KH coupe la 
courbe , abaissez sur AZ les perpendiculaires HE, Alors 
les abscisses correspondantes AF. sont les racines de l'é- 
quation proposée. Il y aura autant de racines réelles qu'il 
y a de points d' intersection de la droite KH avec la courbe. 
Les autres racines de l'équation , s il y en a, seront ima- 
ginaires; sur quoi on se souviendra que les racines ima- 
ginaires Tont toujours deux à deux. 



17a. Nous avons supposé jusqu'ici qu 
(le construire une équation déterminée d'n 



I étoit question 
1 certain degrés 



i 



Mais si , dans la solution d'un problème , on a , soît directe- 
ment , soit par la combinaison de toutes les équations 
qui expriment sa nature , deux équations et deux incon- 
nues , il ne sera pas nécessaire d'éliminer Tnne de ces 
incoimues, et on pourra construire tout de suite, si l'on 
veut , les deux équations dont il s'agit. Supposons , par 
exemple, qu'on soit parvenu à ces deux équations, a:^ + 
^y =. aa , yy ■=.bx -\- ce , la première au cercle , la se- 
conde à la parabole. Nous pourrions éliminer x ou y, et 
construire l'équation résultante par les moyens exposes ci- 
dessus; mais nous nous épargnerons du travail en constriù- 
sant directement les deax équations proposées. D'abord, 
pour la première , du point C comme centre ( Fig, 84 j 
avec le rayon a , je -décris un cercle AEBH , qui est le lieu 
de l'équation j;jr+^_y=:fla, en comptant les abscisses CP(x) 
du centre C , et menant les ordonnées perpendiculaires MP(j') 
correspondantes. Pour la seconde équation ^y 7= bx -\~cc , 
je commence par transformer ( 36 ) le quarré ca en rm 
rectangle bd , cl étant une ligne donnée ; ce qui produit 
yy = bx + bd ^ b {x ^ d) , ou yy ^hu , en faisant 
^ + d=:u. Gela posé, jf prends sur le diamètre BA la 
partie CO ^^d; je décris une parabole qui ait son sommet 
au point O, son axe sur la ligne OB , et pour paramètre 
la ligne représentée par b. Cette parabole coupe le cercle 
aux points déterminés E et H ; de sorte que si l'on mené 
au diamètre AB les perpendiculaires EK . HK , ces deux 
lignes égales, l'une positive, l'autre négative, expriment 
les valeurs déterminées dej' , qui répondent à la vateOt! 
déterminée GK de x. V 

Il faut cependant observer qu'on ne doit ainsi construïPff 
séparément les deux équations que dans le cas oii cette opé^, 
ration est en effet plus simple que ne seroit la constnictîo)j( 
de l'équation détermiaée n^sultante de l'élimination de l'une 
des deux inconnues ; autrement il faudroit préférer I5 
second moyen. Supposons , par exemple , qu'on ait^jèl 
deux, équations y ^ ter + h , yy =z, c -^ dx + ex' , la pre- 
mière à la ligne droite , la seconde à l'hyperbole : il vaul 
mieux , pour la simplicité et l'élégance de la coostruction- 
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éliminer y , et construire l'équation résultante en x , que 
de construire immédiatement les deux équations proposées ; 
car Téquation déterminée en x peut se construire par les 
propriétés du cercle ou du triangle rectangle; ce qui est 
d'un usage beaucoup plus simple et plus commode que ne 
seroitThyperbole^dont la description est longue et sujette 
à erreur. 

Finissons par les problèmes que nous avons annoncés 

{161). 

173. Problème I. Dwiser un angle donné ACB (Fig. 85) 
en ^rois parties égales. 

Du sommet C de l'angle proposé , avec un rayon donné 
CA , soit décrit un arc de cercle AMNB , qui mesure cet 
angle. Que chacun des arcs AM , MN , NB , soit le tiers 
de Tare AMNB ; qu'on mené le sinus BD de l'angle ACB, 
et le sinus MH de l'angle ACM, qui est le tiers de l'angle 
ACB. 

Supposons le rayon CA=r, le sinus donné BD de 
Tare AB = a , l'inconnue MH == x. Nommons de plus Zu 
l'arc AB, et par conséquent u l'arc AM. On a (Géom, 449). 

^. _ . fiin. %ii£Oè. u -h Cos. a« sîn. /* 

om. OU == sm. (aw -+-?/)= 



sin. ai/ = sin. ( 1/ -f- w ) = — ^ — ^ 



r 

a sin. u COS. u 

' '. — , 



\ ■ ■ . . . .: (fy^- « >* -7- (sin. m)* - 

cos. ai/ = COS. ( 1/ -4- 1/ ) = — — • 



Mettant dans la première dé ces équations , pour sin, 3z/.^ 
sa valeur donnée o,. et pour sin. aw , -cos, a m leurs valeurs 
dominées par les deux autres, on trouvera d'abord . 

" '. 3 sin. u (cos. «)* (sin. m)* 



r 






ensuite , substituant pour sin. u sa valeur a: , et pour 
(ces. 7/)' sa valeur r" — a?% enfin ordonnant par rapport 
à l'inconnue x ; il nous viendra ^ 

. . ••■3 •■ 3r-x ar^ : 

équation du troisième degré, qui se.! rapporte à la formule 
x^ -^px 4- ^ = o ^ avec la condition qu'on a ici en général 
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— >^> ^^^ POW un angje quelcojtique^ a ^9t moiadre que 

r et ne devient r que lorsque Tangle proposé ACB est droit ; 
auquel cas la question n'est plus qu'un exemple particulier. 
'Ainsi , par la théorie des équations du troisième 4e^é ex-< 
posée dans le traité à'At^re , Péquation (A) 4 »es trots 
racines réelles ^ et appartient en général au cas irrêduôHble. 
(Voyons d'abord qu'elles sont ces racines 

'1^. La ligne BD étant le sinus non seulement de Parc' 
AB , mais encore de tous les arcs qui se terminent aux 
points A et B (les raisonnements seroient le« mômeé pour 
les cosinus ) ^ on voit que BD est le sinus de tous les arcs 
compris dans ces deux suites , en nominant c la circonfé- 
rence du cercle : 

5u, c — 3i^ , 2c -— 3i/, 3c — 3ii^ 4c — Su, etc. 
Ainsi au même sinus BD correspondent les «inus des tiers 
de tous les arcs proposés ^ c'est-à-dire les sinus de tous les 
arcs compris dans les deux suites : 

3i« Zn-{*c 3» -4- se 3«-f-3c 5ri-f-4^ 

T*' "~3^' 3 ' 3 ^ 5 ^^^'' 

3m c — 5/* 2c — Za 3c — Zii 4c — 3« 



} 



ete. 



Or ^ dans la première suite il existe un si&us pour le 

premier terme -g- ; les deux termes suivants — 5 — , — = — , 

ont aussi chacun u^ sinus particulier. Le^ autres termes 
3w-h3c 3«-f-4c 3m+5c ^ . ^.1 y .j/ 

— 5-r-, — 2 — 9 — z — , etc. sont inutiles à considérer 1 

attendu qu'ils ne doni^eroient pas de nouyeaul «inus. Eii 

^ 3«H-3c 3w 3/*4^4c 3tf+<? Sw-f-Sc 

effet— 3— = — +c,— ^— =— 3— 4-c,— g— = 

3m4-2c 3m -4- 6c 3» 5»-f-7c '3«+c 

— 3-^ ^ ^ ^ — 3:^" =? "5 H-^^c^ — 3 — ^ T-y-H-ac^^tC. 

_ 3w , 5i* ;- 3«*-4-tf 

Or(Géo.439)sin.(-2--+-c)=sin. y^ sm. ( — j— H- c) ï= 

ZU + C , .Zu-^2C . 3// -f- c . 5» 

sm. — 5 — , 8iii.( — ^ i^c)z^m. — |— , sw. (-^ 
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- c):= sin. -=-, sul. ( — 5 — ■ + ac)=sui. — = — ; ainsi de 
suite. Par où l'on yoit que l'on retrouve les sinus que l'on 
a déjà. 

Daps la seconde suite, le premier terme est le même que 
celui de la précédente, et par conséquent le sinus est le 

même. Les deux termes suivants — = — , = , ont 

chacun leurs sinus particuliers. Les autres termes sont 

inutiles à considérer , par la même raison que ci-dessus. 

11 résulte de ces observations que nous avons seule- 

, . 3u 3«+c 3» + »c c—5u 

ment les sinus des cinq arcs —^ , — 7 — , — = — , — — , 

— 5 — . Or ces cinq arcs ne iburnissent réellement que 

3u + e „ 3C — 3« 

trois sinus; car les deux arcs — 5 — et — ^ — composent 
ensemble la circonférence ; l'im est , par exemple , l'arc 
AME, l'autre l'arc AKE , et par conséquent ils ont le 

même sinus El. Pareillement les deux arcs — g— et — ;r — 
composent ensemble la circonférence ; l'un est, par exem- 
ple, l'arc AEK, l'autre l'arc AK, pt par conséquent ils ont 
le même sinus KL. Ainsi nous n'avons en tout que le» 
trois sinus MH, El , KL , que Ton peut supposer être ceux 
, . 3« 3^^-c 3u-t-9p , -, ^ , ,. 

des trois arcs-5-, — r~~) — â — j «est-à-dire u ,"-H 

lao", u H- 240"- 

2". Les trois racines de l'équation (A) étant réelles, il 
suit de k théorie des équations que si le sinus a est une 
quauiUté positive , cette équation aura deux racines positives 
et une racine négative ; et que si a est une quantité néga- 
tijfe j elle aura deux racines négatives et une positive. De 
plvs cette même équation n'ayant point de second terme, 
la SQUime des deux racines positives sera égale à la ra- 
cine négative prise avec un signe contraire ; ou la somme 
des deux racines négatives sera égale à la racine positive 
prise avec un signç contraire. Tout cela peut se démon- 






fe. 
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trer ici iptimédiatement , comme on va yqir.. Je me contente 
de considérer le premier cas; on raisonner^ de même pour 
le second. * "! . . : • 

Soient, comme ci-devant, AM, AME, AEK, lés* trois 
arcs dont les sinus MH, El, KL, sont , les racines die re- 
lation (A). Dans cette' hjrpdthe'se 'les deux arcs m, i/-V- 
120^, sont l'un et-I'aiitre moindres que 180®, et {>arcon-; 
séquent u < Go*'; ih ont des. sinus positifs, et le sinus du 
troisième àrc 1/4^240^ e^t négatif I L'ëquation (A) a donc 
d'abord deux* racines positives et" une négative De plus on 

SL (Géom. 449)^ ' • . 

. . — * .iln. -UGQS. i>o >|> sin. • 1 ao ** oos. /«■. 
' sia. ( M H- 1 20" ) = 



■ I 



sin. ( u -H 2,^0^ ) •== 



r 



r 
V 



Or COS. 120^ = — COS. 60^ = Isin. i2o'^=sîn. 60^ 

.1.- ■.«■. 

=^ -, — ,cos. 240°= CQS* 1 20" = -^ — , sm. 240" =:-^ 

sm. 120 = '—. Amsi on aura 

2 

Sm.(M+.I2o!*)p: —-àr :',:'\^:':' f 

. ', , , (S. «în* « ' cw»' 'm V* 5 ' 

sm. (m -^- 240 ) = — r- — r- — r-T-- 

Ajoutant sin. u au s^ond membre dé la jpremîere de ces 

, . I sin. n ■ COS. m v/3 ' . . 

équations, la somme H — sera égale au 

second inembre de Uantâre pris^ avec un signé contraire. ' 
D'où l'on voit qi^i la -somme dçs deux racines positives 
est égale à la racine négative prise avec un signe contraire. ' 
Concilions quegéltéralement Tléquâtion (A) est résoluble 
parles iâbles des sinus, pi^isque ses trois racines sont re- 
présentées par les sinus des trois arcs m, wHhi20^> m -1-240^, 
Tare u étant le tiers d*Qn arc tlonné, dont le sinus est a 
pour le irajonr. 

i74i.JExemple I. Soit l'àrc AB de go^. 
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Ea ce cas a = r , et l'équâtion (A) devient a^ -— 4- — 

44 

î== o, dont les trois racines sont a:=— , a?=--^aî= — r. 

La première est le sinus d'un arc de 3o^ \ la seconde le sinus 
d'un arc de iSo**^ supplément de 3o ^ et la troisième le 
sinus d'un arc de 5170**. 

J'ai voulu tirer ce cas de Téquation générale ; mais il 
peut être résolu immédiatement au moyen de la règle et 
du compas. Pour cela du point A pour centre, avec 1^ 
corde de 60^ qui est égale au rayon , décrivez un arc de 
cercle qui coupe la circonférence en un point B ; le reste 
du quart de circonférence sera un arc de 3o degrés. Divi- 
sez l'arc de 60^ en deux parties égales (Géom. 1 09) ; le quart de 
circonférence se trouvera partagé en trois arcs égaux y 
chacun de 3o degrés. Ensuite , déterminant l'arc OE == 
3o^ y et prenant l'arc AEK nr 270*^ , on aura les arcs AE 
= i5o^, AEK = 270^, dont les sinus sont les deux autres 
racines de l'équation. 

175. Exemple II. Soit Tare AB de 40^. 

Dans cet exemple et les autres de même nature les ra- 
cines ne peuvent pas être déterminées par la règle et le 
compas. Le problême est alors proprement celui qu'on 
appelle la trisection de T angle. Voici le calcul numérique 
du cas proposé ; on se conduira de même pour les autre*. 

Le rayon r étant arbitraire , supposons qu'il soit celui 
même des tables, que je représente par loooo. On em- 
ploieroit un plus grand nombre de zéros si on vouloit 
avoir une grande précision ; je m'en tiens au nombre pré- 
cédent afin d'abréger. Nous trouverons en conséquence, 
par les tables , a = 64i^8 ; le tiers de l'arc de 40^ est 1 3° 20', 
dont le sinus = a3o6. Ajoutant à Tare de 4^^ 1^ circonfé- 
reiice entière ou 36o° , et prenant le tiers de la somme , 
on aura un àrc de i33° 20', dont le sinus ( qui est le même 
que celui de son supplément 46^ ^<^ ) est 7274. Ajoutant 
encore à l'arc de é\o^ le double de la circonférence , et 

34 
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prenant le tiers de la somme , on aura un arc de â55^ 
ao' , dont le sinus ( qui est le même que le sinus négatif 
de 253^ 20' — 180"^ , c'est-à-dire yS"* 20' ) est — 9680. 
Ainsi les trois racines de Féquation (A) sont ^ dans cet 
exemple^ a?=a3o6, a? =07274, x^=z — g58o. 

176. Remarque. Nous venons d'apprendre à résoudre 
Féquation (A) en prenant le rayon r arbitrairement; mais 
8Î ce rayob étoit donné , il faudroit ajouter quelque chose 
au procédé ; et la résolution des équations du troisième 
degré , dans le cas irréductible , s'effectuera en général par 
appr6ximation au moyen du problême suivant. 



177. Problême II. Résoudre l'équation ùc^ — px -+- y =: o, 

»3 qq 

en supposant qiCon ait — > -r^et quê par conséquent elle 
se rapporte au cas irréductible. 

Je compare terme à terme cette équation avec l'équation 
(A) du problème précédent, ce qui donne r" = — «— , ou 

'^p Zq -^ 4/^1 

r = |/'-^, a=— . De sorte que, pour le rayon v^ -2,1e si- 

nus de l'arc 3u est ~. 

P 
Soient maintenant R le rayon des tables , et pour ce rayon 

b le sinus d'un arc semblable à 5u ; on aura la proportion , 
r : l\:\a:b. Donc b =ra x--= R X -^t-- Par où l'on 

r py//^p 

voit que le sinus b des tables est donné , puisqu'il est égal au 
produit du rayon R par le coefficient constant et donné 

— -r-. De là on déterminera . comme ci-dessus . les trois ra* 

py^p ^ 

icines X, X', X", de l'équation proposée , pour le rayon 
R. Soient x, a?', a", les racines pour le rayon r; de même 

qu'on a, r : R :: a : 6, ou a = i. -=-, onaura aus&i(à cause 
des arcs semblables), a:=X, ~, a?'=X'. -^,a;'^=X".^- 



Ainsi oh aura les racines cherchées x'^x^ , x'^^ en multi- 
pliant les rabanes B^uyées X^ lU, Xf^, par le ooèffîcÎMit cohs- 

,. v/t 

tant et donné -s-oii — s — • 



178. Exemple. Soie Véquation numérique a?' -^ 5a; H^- 
3=EO- . 

D'abord on a ici — > "j ^ ^^ P^^ conséquent cette équa*- 
tîon se rapporte au cas irréductible. La valeur de r est v^-^ , 
et celle de à est -7-» Supposons R = ipoop; on trouvera 

9. loooo.\/3 /x , \ rM 1 • « 

ù= — T-j = 6971 à-peu-près. Cherchant ce smusdàni 

les tables. Je vois qu'il appartient à un arc de 44*^ 12' à peu 
de chose près. Le tiers de cet arc est 14^ 44 S dont le sinu^ 
= 2543. Ajoutant 36o^ à 44^^ la', et prenant le tiers de la 
somme, on aura un arc de i34^ 44 'j dont le sînu$=:7io4. 
Ajoutant encore deux fois 36o^ à 44^ la ' , et prenant le tier$ 
de la somme, on aura un arc de 254^44'^ dont le sinus 
= — 9647. D'où l'on voit que, pour le rayon R des tables, 
les trois valeurs de l'inconnue > ou les trois racines de l'équa- 
tion , seroient ^543 , 7104, — 9647^ ^^^ les trois racines 
qu'on cherche étant relatives au rayon r, il faut multiplier 

les précédentes parle rapport connu —, c'est-à-dire -^ ; 

ce qui donnera ( pour les trois véritables valeurs approchées 
des racines de notre équation, x^ — 5x +- 5 =z q), x:=: 
o, 657, x' = 1 , 834, x^^ =. — 2,491. 

179. Scholie général. Telles sont les principales questions 
qui regardent le problème de la trisection de l'angle , que 
j'ai cru devoir traiter avec une certaine étendue, à cause de 
sa célébrité et de son utilité pour la résolution des équations 
qui tombent dans le cas irréductible. Ce problème a donné 

« 24* 
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lieu d'en résoudre d'autres analogues^ c'est-à-dire de déter^ 
miner le sinus ou le cosinus d'un arc sous-multiple quelcon- 
que d'un arc donné. Sur quoi il faut observer qu'il sufiBt de 
considérer les divisions impaires ; car ( Géom. 109 ) tout arc 
peut être divisé en deux parties égales^ ce qui (en multi- 
pliant convenablement les divisions) ramené toujours le pro- ' 
l!>léme à celui des divisions en nombre impair. 

La méthode que j'ai employée pour la trisection de l'an- 
gle s'applique avec la même facilité aux divisions en cinq 
parties égales, en sept parties égales, etc. Car soit, par 
exemple , im arc donné que je nomme 5u , et qu'il s'agisse 
de déterminer le sinus de l'arc u, qui en est la cinquième 
partie: en supposant, pour abréger un peu, le rayon = i , 
et nommant k le sinus donné de l'angle Su, nous aurons les 
équations : 

k =: sin. Su , 
tin. 5tt = sin. (4z'+<^}= sin. 4^. cos. 7i+cos. 4^. sin. u , 
sin. 4m =:sin. (3i/ + i^) = sin.3i/. cos, m+cos. 3u. sin. u , 
cos. 4i/ = cos. (3M-hw)=cos. 3//.COS. 1/ — sin.3z/. sin. i/, 
sin.3z/=sin. (2i/4-w)=sin. ai/, cos. w4-cos.2m. sin. i/, 

cos. 32/= cos. (2Z/+Z/) = COS. 22/. COS. Z/ — siu. SLU. siu. U , 

sin. zuz=ism.{u + u):=:2sm. u. cos. w, 

COS. 21/ = cos. (2/-f-i/) = (cos. i/)* — (sin. !/)% 

Par où Ton voit qu'en nommant x l'inconnue sin. u, 
on parviendra à une équation déterminée du cinquième 
degré. 

De même , pour la division en sept parties égales , on 
parviendra à une équation du septième degré; ainsi de - 
suite. 

Toutes ces équations peuvent se constiiiire par la méthode 
générale de Farticle 171. 

Je n'ai pas besoin d'ajouter qu'à l'imitation de ce qui a été 
pratiqué pour les équations du troisième degré dans le cas 
irréductible, la division de Fangle en cinq parties égales 
donne la solution d'une classe d'équations du cinquième 
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degré; la division en sept parties égales donne la solution 
d*une classe d'équations du septième degré, etc. 

i8o. Problème III. Connoissant dans le demi- cercle 
ACBD (Fig. 86) les trois cordes AG, C©, DB, dont deux 
partent des extrémités du dlametie K&, trouver le dia* 
mètre* 

Soient menées les deux diagonales AD et BC; et nom- 
mons AC, a] CD, b] DB, c; Tinconnue AB, x. Les 
triangles ACB , ADB , étant rectangles en C et D , on a 
CB=n/^(axr — ûa), AD= \/{xx — ce). Qr(Géom, 226), 
AD X CB = AB X CP + AC X DB. Par conséquent oa 
aura \/{xx — ce) x\/ixx—aa) z=z bx -{- ac; d'où l'on 
tire , en quarrant chaque membre , et mettant tous les termes 
d'un même côté, x^ — (^^a-^-W^-cc)x — 2060= o; équa- 
tion qui se construit par l'article i65. 

181. Problème IV. Décrire un cercle AMBD (Fîg. 87) 
qui passe par un point donné A, touche l'un des calés ET 
ii*un angle donné ETD, et coupe Vautre côté TD, de* 
manière que la corde BD soit égale à une ligne donnée 
2a. 

Soit C le centre du cercle cherché. Joignons les points 
donnés A et T, par la droite AT ; menons le rayon CM au 
point d'attouchement M du cercle avec la droite T£ ; la droite 
A£^ perpendiculaire à TE, ou parallèle à CM; la droite CK, 
perpendiculaire àBD ; les deux droites AV, CH, parallèles à 
TD ; et les deux droites AO, CF, parallèles à TE. La droite 
AO rencontre en O le rayon MC , prolongé. Cela posé , 
nommons, 

" TE • , , . b, 

AE c, 

lignes connues .^ TA=: v^(W-+-cc) . . . . . d,' 

ZY .......... e , 

AV = }/(cG+ee) . . . . -fi 

V . j TM ........... X, 

lignes mconnues < ^., 
^ l CM ^ y. 
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Onftara£MouAOz=:£^--ra;; CO= OM — CMnrAE 
— CM = c-^^y ; et le triangle rectangle COA donnera (CAJP 
=(C0)*4-(;A0)S- c'est-à-^ire, j/= {h—xY -f- (c— ^)% 
èubien^oa^^^ — aftx-+-aw?-4-cc — jkyj iToù Fontire^ 
ta mettant pour bh + ce sa râleur dd, 

dd — 2^r-f.xjD 

I. r= . 

Les triangles semblables AEY^ CHM^ donnent 
AE(o} :EV(tf) :: CM(^) : MH =^. 

Donc ,. TH, ou CF = TM— MHda jc — ?^ ss .^:::2:. 

c c 

' lies triangles semblables AEV, GKF, donnent 
AV U) : Ai;(e) :: CF ( ^^^) : CK = ^^Ç2;. 

Enfin /le triangle rectangle CKB donne <CB>»=(GKy 

BD 

4- (BK)'. Donc, à cause de BK = =z= a^ on aura ^7^=: 

^. — -^ ^aa, on bien/^* = c* oî* — 2cexy + éy* + a^^, 

ou bien cy*H-e*j^*=c' a?'-^acea;j^-Htf y -f^y !y ou bien c'j^'=? 
c*4c' — accjry -H û^y % ou bien c*^* =/^ jî* — e' a:* — a^cexy + 
ay^, ou bien cy'\-é'x*-+2cexy=zj^ (a?" -4-0") ; et par consé- 
quent, en tirant la racine quarrëe de chaque mepibre, 

II. c)^H-ea?3s=yv^(a?*-f-a*), 

Substituant dans cette équation pour y sa ralenr donnée 
par l'équation 1/ quarrant chaque membre, etijrdotmant 
par rapport kx, on trouvera , . ' . 

^2d- \ '^—^à'f}"^' 

équation du quatrième degré, qui se construit par Tar- 
tiçle i65. 

iSa, Problème V. iDiviser un triangle scalene ABC 
(Fig. 88} en quatre parties égales par deux droites FD, 
GE, qui se coupent perpendiculairement en Os 



i 
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'Des points B , F^ G^ soient abaissées sur la jbaae AC les 
perpendicul^es BH ^ FY, GM; et ^ ida point O , soient me- 
nées aux sommets des trois aiigles du triangle les 4iXMtes OA , 
OB^ OC. Nommons, 

AC .^ na , 

!• V BIl • ••••••••• Jl» 

lignes connues ^ . ^ 

tHC = 2a — 6 cl 

i. (AD. X, 

iignes inconnues < p« 

Puisque le triangle DOE et le quadrilatère EOFA doivent 

être chacun le quart du triangle ABC^ leur somme en sera 

, .7 . 1 j. » ADXFV ACxBH 
la moitié } c est-a-dire qu on aura j = , 

ah 

même, GM = — . 

Les triangles semblables AHB, A VF, donnent, BH (h) : 
AH (b) :î FV C — ) : AV= — . Donc, DV=:DA— AV= 

ab XX — ah 

X X 

Les triangles semblables CHB , CMG, donnent, BH (A) : 
CH(c) :: GM (— ) ; CM = -. DoncEM = EC— CM = 

ac yy —^ac 

Les deux triangles rectangles DVF, GME, qui ont les 
côtés perpendiculaires chacun à chacun, sont semblables 
( Géom. i65 ) , et donnent par conséquent. 

D'où Ton tire , en faisant le produit des extrêmes et celui 
des moyens. 

Cette équation est fondée sur la condition que le triangle 



i 
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DOE et le trapèze EOFA soient chacun le quart du trïangl 
proposé. Il faut en trouver une seconde, fondée sur lac 
dition que les deux trapèzes FOGBj GODCj en soient a 
chacun le quart. 

Les deux triangles DOE, DOÂ, qui ont même hauteur. 
,^wit entre eux comme leurs bases DE, DA {Gëom. lag) 
^est-à-dite qu'on a ( en observant que DE := AD — AE = 
H-J— au), 

iZ(x-\-X—2a):DMx) ■■■ DOE(^):D0A = 



Donc le triangle AFO = AFD — AOD =~ 



u 



Les deux triangles AOF, FOB, qui ont leur sommet 
au même point O, sont entre eux comme leurs bases AF, 
FBj ou comme les lignes AV, VH; c'est-à-dire qu'on a 

(en observant que VH^ AH — AV=: b =:^ ) , 

iAVi^) : HVC~^) :: AOF : FOBj ce qui donne ( eB 
mettant pour AOF sa valeur qu'on vient de trouver) 
FOB = 



-a). (1,3:-+- aAr — jah ) 



42:+4j,— 8a 
hx' — 5ahx -f- niixy — 3/ify •+■ 4«'A 
4i + ,_>• — Sa ■ 
Semblable ment , en comparant le triangle COE avec W 
triangle DOE , qui est le quart du triangle proposé , o* 
aura l'expression du triangle COE. Retranchant de ce 
triangle le triangle DOE , on aura le triangle COD ; et 
retranchant ce triangle du uapeze CDOG , qui est le quart 
du triangle proposé, on anra l'expression du triangle COG. 
Comparant ce triangle avec le triangle GOB , on aura l'i 
pression de ce dernier. Cette expression est 

Aj-' ^- 5ahy + îhxjr — aaAi + 4""/' 
' 41 + 4^ — 8a ■ 

Maintenant, ajoutons ensemble les expressions des di 
TÏangles FOB, GOB , et égalons la somme à -— , quart 
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du triangle proposé ; nous trouverons , toutes réductions 
faites^ l'équation^ 

II. x^ +y^ H- 4^ — 8^^ — 8ay 4- loa* = o. 
Les deux équations I et II ^ combinées ensemble j pro-^ 
duiront une équation déterminée du huitième degré. Cette 
équation est constructible par la méthode de Tarticle 171. 
Mais il sera plus court de construire les courbes repré- 
sentées par les équations I et II. Les points de rencontre 
de ces deux courbes donneront les valeurs déterminées 
de ;r et de j^ ^ et par conséquent la position du point O 
où se croisent perpendiculairement les droites DF , £G , 
qui doivent diviser le triangle proposé en quatre parties 
égales. 
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APPENDIX I. 

■ 

DE LA MEILLEURE FIGURE 

DES VOUTES CINTRÉES 

EN ANSES DE PANIER A TROIS CENTRES. 

L jLjes cintres des berceaux surbaissés ont^ comine on 

sait la figure elliptique. Mais l'ellipse étant difficile à tracer 
exactement dans la pratique , on leur substitue souvent 
une courbe qu'on appelle anse de panier , qui ressemble 
en effet à l'ellipse , et qui est formée de plusieurs arcs de 
cercle , dont la valeur totale est de 180 degrés. L'usage 
le plus ordinaire est de former l'anse de panier avec trois 
arcs de cercle seulement; et l'on n'emploie un plus grand 
nombre d'arcs que dans lé cas où la montée seroit très 
petite en comparaison du diamètre , et rendroit la cour- 
bure de trois arcs trop inégale. Je suppose donc que, sur 
un diamètre et une montée donnés , il s'agisse de construire 
une anse de panier à trois centres ; et je me propose de 
déterminer le rapport qui doit exister entre les rayons des 
arcs extrêmes et le rayon de l'arc moyen , afin que la 
courbure de l'anse soit le plus uniforme qu'il est possible. 

II. Soient AB et CD (Fig. A) le diamètre et la montée 
de l'anse de panier. Supposons que. cette courbe soit con- 
struite ; que AF et BH soient les arcs extrêmes ; FDH Tare 
moyen. Les centres K et M des arcs extrêmes doivent être 
placés sur le diamètre AB , afin que la courbe tombe per- 
pendiculairement sur ce diamètre, comme l'ellipse ; et le 
centre E de l'arc moyen doit être placé sur la montée DC 
prolongée , afin que la courbe soit perpendiculaire en D 
sur la montée, de même que l'ellipse coupe perpendicu- 
lairement son petit axe. De plus , le centre E ^ le centre 
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K, le point F dé tàccordemenc déd deux arcs AF^ FDH, 
doivent écre en lî^ie droite , ainsi que le centre £^ le centre 
M^ le point H dé raccordement des deu^c arcs BH^ FHD, 
afin que les trois aros qui. forment la courbe se todchent 
sinçlement en se raccordant* Cela posé , 

ACL * . . . . ^ =:za, 

^ . j'cb =b, 

Soient "i Atr ■ ' 

ED. . . . . • . =y. 

Il est clair qu'an cjoît avoir EDss Ef 35: EH, KF==:KA 
z=MH = MB, Or on a, ÇK = a — a?, EC = y— è,EK 
zr^jr — ia?; donc^ à qause du triangle rectangle ECK, on 
aura {y — scy =:(a — x.y -{- (f — by ; d'où l'on tire 
2,ax -+- 2,by — sjcy r=zaa -h bb ; équation entre les deux 
rayons x ety , par laquelle on voit que connoissant l'un 
de ces rayons , l'autre sera aussi connu. Il y a diverses 
manières de construire en général Tanse de panier , sel<^ 
que Tiux ou l'autre rayon est donné. 

III. Maiiitenant ^ si l'on veut que la courbure des arcs 
AF, FDH , soit le moins inégale t^'il est possible, il est 
visible que le rapport géoinétrique des rayons ^ et a; doit 
être le moindre qu'il est possible. Donc, puisque l'équa- 

îîôn précédente donne y = ; 9 on aura 

* •< 2^ -r- 3JP -^ 

. y aa -f- bb — ^i^x • . . , , 

= 7 ' ' ' î=: minimuni. Pane , par la me- 

ibode ordinaire de rruiximis et mùùmu^ -. — zadx (bx — xx^ 
— ( aa 4- W — zaic) \bdx — ^ zxdx) == o ; d'où Ton tire 

#. .1 aa '\- bh ^z { a — b \ \/ ï aa-^hb} -i. 

tacilement x = ^:-! = — . Donc , en 

inettant pour x cette vàleni» dans Texptession de j , on 
aura r =: — ,_ ,. , i — rrr.' 



On voit qii*â CâUsë du double $î^iië ±,* les rayons 
y auront cfaacuu 'deux valeurs ; ce qùî fait deux cas. 



à? et 

quï ^^ 
IV. Gw /. Ayant tiré par les points A et D (Fig. B)r 



1 • • 



la droite indéfluîc ADT, on portera CD en CX , et o 
fera D'V = AX ; ensuite sur le milieu Z de la droite A' 
ou élèvera la perpeudiculaire iudérinie ZKF, qui dét< 
nera sur le diamètre Ait le centre K dtfl'arc extrême, q 
doit passer par le point A , et sur la montée ou son pri 
longement le ceutie E de l'arc moyen; en sorte que Si 
après avoir pris KM = AK , on tire les droites indéfinie! 
K£F, MEH, et que du point E pour centre avec le rayon 
ED on décrive l'arc FDH , et que des points K et M pouf 
centres avec les rayons K_F j MH , on décrive les 
F VA, HNB, la courbe entière AVFDHNB sera celle 
qui satisfait aux deux premières valeurs de x et y ; c'est 

ftair--' *-^ ... t,,,_-+"+t'*r*)y:i??+^ 



■dire qu'on aura AK ou BM - 



^ ED = 



»V[-" 



hiA] 



Car i". , par construction , AT=:i/ [aa-^-lh ] + a — b 



ACD , AZK, AC : AD :: AZ : AK= 



e des triangles semblables) 



aa+hb+{a~-b)'^/[aa-Vib-i^ 



. Les triangles semblables ACD , ECK , doime 



CDrCA ::CK:CE=- 



—ih — (a—ù) \/{aa+ùù] 



;d(KicËD 





flfl + 


*-( 


n-i 3 V/ [ "" + *i ] 






., 








(a- 


— i^-^/[aa-^ 


it]) 


^[ 


a + èù-] . 






— A) 



aiCa 



g^/faa+JAj 



- y/[ai 



1-4*1) 




Il est visible que la courbe que nous venons de 

ne peut pas être Tanse de panier demandée, parceqii 

ne ressemble pas à une demi-ellipse , et que les arcs qrô-l 

forment se raccordent au-dessous du diamètre. Mais ce 

courbe satisfait au problème où l'on demanderoit de tra( 

une courbe avec trois arcs de cercle qui passent par 

points A , B , D , qui se touchent , et dont la courfit 
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$oit le moins inégale q[u'il est possible , sans imposer d'ail*- 
leurs la condition que tous ces arcs soient concaves d'un 
même côté du diamètre» 

V. Cas II. On mènera , comme ci-dessus , la droite 
AD ( Fig. C), et on fera CX == CD ; mais , au Jieu de por- 
ter AX sur le prolongement de AD, on portera AX sur la 
droite DA même, de D en T. Sur le milieu Z de AT 
on élèvera la perpendiculaire indéfinie ZKE, qui déter-^ 
minera sur le diamètre AB le centre K de Tare extrême 
AF , et sur le prolongement de la montée le centre E de 
l'arc moyen FDH. On prendra BM = AK ; et ayant tiré 
par les points E et M la droite indéfinie EMH, du point E 
pour centre avec le rayon ED on décrira l'arc FDH ; du 
point K pour centre , aVec le rayon KF , on décrira l'arc 
FA ; et du point M pour centre avec le rayon MH on dé- 
crira l'arc HB : la courbe entière AFDHÎB sera l'anse de 
panier demandée. 

Car 1^ AT=w/[ûû+W] — (a — b); et, à cause 
des triangles semblables ACD , AZK , on a, AC : AD ::j 

^j , *^ aa+bb — ia^ b) >/ [aa-^-bbl 



2a 



2?. Les triangles semblables ACD , ECK , donnent 
CD : AC :: CK : CE= '^-^^+(^-^)^[^+^^] . ^^^^ 

aa-i-bb-\~(a — ù) \/[aa-{'bb2 a y/l^aa^bb"] 

ED =2 



2b y/laa-\^bb] — (a — b) * 

La construction géométrique de l'anse de panier que nous 
Tenons de donner est fort simple et très facile à exécuter 
dans la pratique. Mais si on veut déterminer les rayons des 
arcs par le calcul , la chose est fort aisée. 

En effet , dans le triangle rectangle ACD , AC et CD 
étant donnés , Fhypoténuse AD est aussi donnée. Donc 
AT est connue ; et comme AZ est la moitié de AT , la simi- 
litude des deux triangles rectangles ACD, AZK, feracon- 
noître AK. Retranchant AK de AC , on aura CK , par le 
moyen de laquelle et des deux triangles semblables ACD j 
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KCE j ML cokmoitr4 CE. Ajomant CD à CE ^ on aura £D. 

Ainsi lea rayons AK > £D , «eront ^nnéa ^ ainsi qme les 
angles AKF , FED. Par conséquent , on aura non seale- 
Tnent le nombre de degrés de chacun des arcs AF et FD , 
maia encore la lojpgueur absolue 4e ees arcs. 

Le cintre du ppi^t exécuté en .1766J1 Méziejpes sur le 
fossé de la courtine de l'ouvrage à cornes de risle.S.-Julien 
a été tracé suivant la méthode précédente. Q a «iiviropa 48 
pieds de diamètre ^ur i9 pi^ds de moc^t 
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A P P E N D I X II. 

Sur larù de lever les plans eu de construire les cartes 

géographiques. 

On appelle en général, plan d'un terrain , carte d*un 
terrain, lai représentation de ce terrain sur une surface plane 
et unie , telle qu'une feuille de papier. 

Lorsqu'un terrain a peu d'étendue et qu'on peut en con- 
séquence le regarder comme une surface plane , au moins 
sensiblement, la représentation doit être semblable à l'objet: 
il faut donc que les arbres, les maisons, les clochers, et 
autres points remarquables , soient représentés sur le papier 
dans le même ordre et dans les mêmes proportions de distant- 
ces qu'ils ont réellement sur le terrain. Ainsi la question con- 
siste alors à construire en petit, sur le papier, une figure qui 
soit semblable à celle du terrain ; de manière que connoissant 
le rapport d'une ligne du papier à la ligne homologue du 
terrain, on connoitra aussi le rapport de toutes les autres 
lignes du papier à toutes les autres lignes du terrain : les lignes 
homologues des figures semblables étant proportionnelles. 
Mais si on propose de représenter sur le papier une étendue 
considérable de terrain, comme un royaume, une pro- 
vince , etc. , la représentation ne peut pas être semblable à 
l'objet, parceque le globe de la terre ayant la forme sphéri- 
que , une partie ( du moins un peu grande ) de sa surface n'est 
pas susceptible de développement sur un plan , ni d'y former 
une figure qui lui soit semblable. Alors la représentation est 
nécessairement imparfaite ; mais pour remédier à cet incon- 
vénient, où la soumet à des lois qui la rapprochent, autant 
qu'il est possible, de la nature, et qui servent à faire con-» 
noître les distances respectives des objets. 
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De la lestée des terrains peu étendus. 

I. 

Soit d*abord ACDEB ( Fig; i ) un champ ^ ou une prairie^ 
de grandeur médiocre ^ qu'il s'agisse de lever y et de rapporter 
ensuite sur le papier. U pourra arriver que le contour de 
cette prairie ne soit pas terminé par des lignes droites; mais 
alors il faudra la partager en un assez grand nombre de par- 
ties AC, CD, DE, EB, BA^ pour qu'elles puissent être 
regardées , sans erreur sensible , comme rectiUgnes. Ayant 
choisi à volonté , sur le bord , ou dans l'intérieur de la prai- 
rie , un point A duquel on puisse aller aux angles C, D, £, 
B , désignés par des piquets , par des arbres , par des pierres , 
ou de toute autre manière , on dirigera les rayons visuels 
AD , AE , AB , qu'on marquera sur le terrain par des piquets 
plantés de distances en distances dans Talignement de ces 
rayons; on mesurera, par le moyen d'une toise ou tringle 
de bois ou de fer de 6 pieds de longueur, les lignes AC , CD , 
AD , DE, AE, EB, AB ; on tiendra note de ces mesures, 
en faisant , à la simple vue, sur le terrain même , im dessin 
ou croquis qui le représente grossièrement. U s'agira ensuite 
de mettre ce dessin au net dans la chambre , c'est-à-dire de 
construire en petit sur le papier un polygone acdeb (Fig. 2) 
qui soit semblable au polygone ACDEB du terrain. Pour 
cela , on commencera par se donner sur le papier , ime 
ÉCHELLE mn y o\x une ligne de grandeur connue, qui repré- 
sente un certain nombre de toises. Supposons , par exemple, 
que la ligne 77i/ï, c?'M/ï;70Mce de longueur, représente 100 
ioises: alors, si la ligne AC a été trouvée de âoo toises , il 
faudra que sa représentation ac soit faite double de l'échelle 
771 /z; si la ligne CD a été trouvée de 3oo toises , il faudra que 
sa représentation c^ soit faite triple de ttz/z ; ainsi des aiitrts. 
D'où l'on voit que , connoissant toutes les Ugnes AC, CD, 
AD , etc. , on pourra les représenter par d'autres lignes plus 
petites qui leur seront proportionnelles ; et que Ton connoi-* 
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Ira tous les côtés des triangles de réduction , acd , due , eab. 
On pourra donc construire tous ces triangles ; et leur assem- 
blage formera une Figure «crfcèsemblableàla Figure ACDEB, 
puisque les triaugles correspondants ACD et acd, DAE et 
due, etc. , ayant les côtés proportionnels, sont semblables 
chacun à chacun (Géom. 168), et que par conséquent le» 
deux polygones ACDEB, a<.deb , qui sont composés d'un 
même nombre de triangles semblables chacun à chacun , et 
bemblablei lient disposés , sont semblables. 

II. 

Les arpenteurs emploient uii autre moyen pour lever des 
terrains d'une plus grande étendue. Ils se servent pour cela 
d'un iustru ment qu'on appelle Véquerre des arpenteurs, et 
qui couiiste en deux règles perpendiculaires entre elles , 
solidement liées, portant à leurs quatre extrémités d'autres 
règles verticales percées de fentes ou de pinules , au travers 
desquelles on observe les objets. 

Soit donc ACDBE f Fig. 3 ) le terrain , dont on veut lever 
ie plan. Vous marquerez, avec des piquets , une ligne AB, 
de laquelle on puisse voir commodément les objets E, C, 
D ; vous porterez l'équerre le long de cette ligne , et voui 
la placerez de manière que deux pinules étant dans l'aligne- 
ment AB, vous apperceviez successivement, à travers les 
deux autres pinules , les objets E , C , D ; ce qui vous don- 
nera les droites IE , GC , HD , perpendiculaires à AB : vous 
mesurerez , à la toise , ces perpendiculaires ; vous mesurerez 
aussi lesparties AI, AG, AH, HB. Toutes ces mesures étant 
prises sur le terrain , et marquées sur un croquis , vous for- 
merez , dans la chambre , au moyen d'une écbelie , comme 
pour le cas précédent, une figure qui soit semblable à 
ACDBE. Sur quoi il faut observer que pour construire des 
triangles rectangles , il suffit d'avoir les côtés contigus aux 
angles droits, puisqu'en faisant ces côtés perpendiculaires 
entre eux, et leur donnant les longueurs convenables, les 
hypoténuses sont nécessairement déterminées. ^fl 

i J 





III. 



Hyaun autre instrument, nommé la /ï/rancÀewe, quîestfoi 
eu usage pour la levée des plans, et qui est d'autant plus c 
mode , que le plan se trouve tout construit par les opéràtîooA' 
mêmes qu'on fait sur le terrain. C'est une planche de bois , 
bien unie, d'environ i8 pouces en quarré, portée par un' 
pied en genouillère, qui permet de la hausser ou de la baisser 
à volonté. On étend et on Gxe sur cette planche la feuiUe dfti 
papier qui doit rece\oir le dessin ou le plan. Une règle de^ 
cuivre, nommée alidade, portant k ses extrémités deuit 
pinules pour observer les objets, se place sur la planchette >- 
wt sert à prendre les alignements dbnt on a besoin. 

Ayant mesuré sur le terrain [Fig. 4), une base AB, dei' 
extrémités de laquelle on puisse voir un certain nombre d'olw 
^ts O, C, D, vous mettrez d'abord la planchette au poinbl 
A , dans une position horizontale. Je suppose que le point a- 
réponde perpendiculairement au point A. Vous (erez planter 
en Bj im piquet ou anjallon , qu'on puisse appercevoir de 
a, à travers les jiinules de l'aKdade. Vous prendrez dai 
l'alignement du point a et du Jallon B, la droite uA, d& 
grandeur connue , pour représenter la ligne AB qu'on a me-^ 
iurée : vous dirigerez, du point a, vers les objets O, C,D^ 
les rayons nO, a(Z, aD , que vous marquerez sur le papie 
par des lignes tracées au crayon, ou à l'encre. Cette pre- 
mière station faite , vous transporterez la planchette au poinl 
B, et vous y ferez une seconde station entièrement sembl»< 



ble à la précédente ; je 



î le point b étant suj 



posé répondre perpendicidairement au point B , et la droiu 
ba étant située dans l'alignement du point i avec im. jalloi 
planté en A , il faudra diriger vers les points O, C , D , U 
rayons 60 , AC , iD ; ces rayons couperont les premiers aO 
aC , OÙ , au^ points a , c ,d ; eioa aura sur la planchette , li 
Figure aor^Z' semblable au terrain. 

Il arrive souvent qu'on ne peut pas voir des extrémités di 
la base AB, tous les objets qu'on veut lever; mais apr^ 



avoir rapporté, par exemptd, la droite AO en ao, on con- 
noîtra la droite AO, par le moyen de l'échelle , c'est-à-dire 
par le rapport qu'a ia droite ao à la droite ab ; et on pourra 
considérer AO comme ime base , de aorte que les objet» 
qu'on verra de son extrémité O , pourront encore être mar- 
qués sur la carte; ainsi de plusieurs autres bases, 

IV. 

On voit qu'en multipliant convenablement les opératfons , 
on parviendroiE à représenter im terrain dans le plus grand 
détail. Mais il y a de certains dé ta ils qu'on peut remplir d'une 
manière plus simple et plus commode, en faisant iisage delà 
boussole. On a donc , pour cela , une boite qui contient une 
aiguille de fer aimantée , mobile sur un axe oupirot, et qui 
porte une règle mobile garnie de deux pinules. La propriété 
de l'aiguille aimantée est, comme on sait, de se diriger vers 
le nord , ou du moins de former avec la ligne nord et sud, un 
angle qui, pour un même lien et pour un même temps, peut 
être regardé comme constant; de manière que l'aiguille, 
dans ses différentes positions, peut toujours être censée de- 
meurer parallèle à sa position initiale. 

Je suppose donc que les deux points A et B étant déjà levés 
et rapportés ena,è, ily ait{Fîg. 5) de A vers B, une rivière 
ou un chemin tortueux AMNPB , qii'il s'agit de détailler. 
Vous observerez en A , l'angle z AM que l'aiguille fait aveu 
la première partie AM du chem.in; vous transporterez suc-- 
cessivement la boussole au\ angles on coudes M , N, P, eC 
vous observerez les angles AMnt , MNn , etc. , que les direc- 
tions Mffi, N«, etc., de l'aiguille fcument avec les antres 
parties du chemin; de plus, vous mesurerez les lignes AM, 
MN, NP, etc. Ensuite, vous rapporterez le tout sur la carte, 
en soumettant les lignes AM , MN , etc. , aux proportions de 
l'échelle, et en construisant, au moyen d'un petit instru- 
ment de corne ou de cuivre nommé rapporteur, divisé en 
degrés et minutes , les angles, tels qu'il» ont été observés sur 
le terrain. 

s5. 





La levée de la planchette a cet mcouv«5nieiit , que li 
angle», et conséquemmeal les longueurs des lîgoes qui s'i 
lermuient ( à l'eaceptioiï toutefois de la première base qui il 
été mesurée) , étant donnés par des intersections qui peuvent 
n'être pas parfaitement justes, les positions respectives def; 
objets sur la carte sont quelquefois un peu fautives. Si on veut 
I ever un plan avec une plus grande exactitude , il faudra em- 
ployer les opérations delà trigonométrie . Ainsi, par exeni' 
pie, après avoir mesuré trèsenactement une base AB (Fig. 6), 
il faudra diriger les rayons visuels AO, AC, AD, BO, BCj 
I BD , vers les objets O , G , D ; mesurer par le moyen dngra- 

phometre ou d'un {juart-de-cercle , les angles OAC, CADj 
k etc. ; enfin , calculer , par les règles de la trigonométiie, les 

I droites AO, AC, etc. Toutes ces lignes étant connues, on 

^^^^jiourra les exprimer en partie d'une même échi-Ue } et alors, 
^^^k*Dur faire le plan, il ne s'agira que de construire des triangle* 
^^^■joont on connoît tous les côtés. 



Vi. 



Si les points A , O , C , D , B étoïent placés relative- 
ment àt'liorizon, à des hauteurs assez différentes les unes 
des autres, pour qu'on fût obligé d'avoir égard à cea diffé- 
rences, il faudroit commencer par projeter tons ces points 

p «ir un même plan horizontal ; et ensuite on feroit la carte 

[ de la figure de projection. Je m'explique. 

Le choix du plan horizontal destiné à recevoir la pro- 
jection, est arbitraire; mais, pour plus de simplicité, je 
prends le plan horizontal qui passe par le point le pim 
bas de ceux qu'on veut lever, et je suppose, par esemple. 
que A soit ce point. Concevons donc que par A passe «i 
plan horizontal sur lequel tombent des autres points O, C, 
D,B, les perpendiculaires Oo, Ce, Drf, BÎ, etmenons 
les droites Ao, oc, Ac , cd , etc. La Figure AocdbA , 
t»t £« qu'on appelle la projection du terrain; et la ques- 



lion est de déterminer ies côtés et ies angles de cette Fi- 
gure , pour pouvoir ensuite la réduire et la représenter sur 
une carte. 

D'abord les droites AO , AC , AD , etc. , se calculeat , 
comme uoiis l'avonii déjà dit , par les règles de la trigo- 
nométrie. De plus, on aura eu soin de mesurer, au moyen 
du quart-de-cercle , ou du ^aphometre garni d'un fil à 
plomb, les angles que les droites AO, AC, AD, etc., 
Forment arec la li^ie verticale qui passe par le point A ; 
ce qui fait copnoître tous les angles des triangles rectau- 
glfi&AoO, AcG; At/D, etc. Ainsi les hypoténuses AO , 
AC , AD , etc. étant données , on pourra connoître les 
côtés Ao , Ac, Arf , etc. Reste à trouver les angles de 
projection oAc, cAti.etc. 

Considérons le point A (Fig. 7) comme le centre d'une 
sphère ; imaginons que ia verticale AZ élevée par le point 
A, et les droites AO, AC, prolongées, aillent rencon- 
trer la surface de cette spbere , au\ points Z , K , H ; 
joignons ces trois points par les trois arcs de grands cer- 
cles ZK , ZH , KH ; nous aurons tin triangle sphérique ZKH , 
da^s lequel on connoîtra les trois côtés ; car le côté ZK , 
est la mesure de l'angle connu que fait AO avec la ver- 
ticale ; le côté ZH est la mesure de l'angle connu que 
fait AC avec la verticale ; et le côté KH est la mesure de 
l'angle connu OAC que les droites G A , C A forment 
entre elles. Donc on connoîtra l'angle Z , par le dernier cas 
de la table II, pour la résolution des triangles sphériques. 
Or cet angle Z n'est autre chose que l'angle de pro- 
jection oAc, puisque les droites oA, cA sont perpen- 
diculaires au même point A de la section commune AZ , 
des cercles ZK , ZH. 

On déterminera de la même manière les autres anglei 
de projection cKd, dh.b. 

Construction des carCa géographiques. 

I. 

Le globe de la terre est^ du moins sensiblement, un» 

i 



spberç qui tourne sur elle-même , en vingt-quatre heures ^ 
d'otxident en orient ; d'où il résulte que le soleil nous pa- 
roit tourner , dans le même temps , d'orient en occident. Les 
estréniités de l'axe de révolution s'appellent les pdles de 
la terre ; celui qui est du côté du Dord est le pôle arctique, 
l'autre est le pôle antarctttjue. 

. he grand cercle perpendiculaire à l'axe de rëv^olntûïii se 
^Qtame (kjuateiir ; il partage la terre en deOx hémisphères,' 
\'bêmi^^he^e sepientrÎQnal ou boréal, et l'hémisphère Wi^r/- 
dional ou austral. ■■■•.• ■ 

Lei petits cercles de la terre, parallèles à l'équiteur, 
«'appeflent les cercles parallèles , oft simplement' (es^- 
rûlhlés, . .' / 

Un grand cercle passant par l'aie de révolution , sé nomme 
méridien. On voit qu'il y a une infinité de méridiem ; et 
que chaque lieu a son méridien particulier. Cliaqtie méri- 
dien paitage le globe en deux hémisphères, l'un oriental , 
l'sutre occidental. 

Un grand cercle perpendiculaire à la Uf^e d'à'plomb d'un 
lieu, c'est-à-dire à la direction' d'un fit qui soutient un 
poids, s'appelle horizon de ce lien. Le' point du ciel /qui 
répond perpendiculairemenf à ce même fie u , en est lé 
l'éniih : le poiuï diamétralement opposé , Je nadir. 

I I. 

La position des lieux sur la surface de la terre dépbn^ 
de \v\iT latitiide et de leur longitude, combinées ensemble. 
Onv^ppplle iatiaide d'un lieu , l'arc du méridien ,'c6ïn- 
pris depuis «e lieu jusqu'à l'équateur ; et longitude, l'arc 
de l'équateur, compris depiûs le méridien Jusqu'à un point 
fise par où l'on suppose que passe le méridien qtie l'on 
regarde comme le premier de tous. On sent que le' choix 
de ce premier méridien est arbitraire. Aussi n'est-il pas 
le même pour tcms les peuples. Il y a une ordonnance 
de Louis XIII, de l'année i634j q"i enjoint aux géographes 
François de prendie pour premier méridien celui de l'isle 
de Fer , la plus occidentale des isles Canaries. 






r DES CARTES oi.oon 
On distingue deux sortes de cartes géographiques ;. les 
eartes universelles , ou les mappemondes , qui représen- 
tent le globe entier ou seulement une de ses moitiés; et 
les cartes particulières, qui représentent des espaces moins 
étendus. La situation des lieux doit être marquée sur les 
unes et sur les autres par Les latitudes et les longitudes , 
c'est-à-dire , par les intersections des méridiens et de* 
parallèles. 

Construction des mappemondes. 

III. 

XJne mappemonde représente les lieux tels qu'ils paroî- 
troient étant vus d'un point donné dans l'espace. Il faut 
donc concevoir que d'un œil, placé dans im endroit connn , 
partent des rayons «jui vont aboutir à tous les lieux qu'on 
veut représenter ; et que ces rayons venant k rencontrer 
une feuille de papier transparent , interposée , y forment 
la projection ou la représentation demandée. Nous allons 
expliquer la manière de faire cette projection , ou sur le 
plan de l'équateur, ou sur celui d'un méridien, ou sur 
celui d'un horizon : en supposant toujours que l'œil est 
placé sur l'axe du cercle de projection, c'est-à-dire, sur 
la perpendiculaire qui passe par le centre de ce cercle. 
Ces trois problèmes comprennent toutes les mappemonde* 
usitées. 

Mappemonde sur le plan de Véc/uateur. ig^, 

IV. ■ 1 

En supposant que la carte ne s'étende point au-delà (fc 
la circonférence de l'éqnateur , il est clair, i". qu'on ne 
peut représenter à la fois qu'im hémisphère; a**, que l'œil 
doit être placé sur l'axe,, du côté opposé à l'hémisphère 
que l'on projette. Ainsi , par exemple , pour projetter 
l'hémisphère austral, il faut que l'ccil soit placé du côté 
du pôle arctique. 



Imaglnone que cet hémisphère soit coupé, i". par t 
suite de plans passant par l'axe de l'équateur; a", paru 
stiite de plans perpendiculaires à ce même axe. Lesplai 
de la première espèce forment des demt-méridien& sur 
surface de l'hémisphère; et leurs rencontres avec le pUt 
de i'éqiiateur sont des lignes droites suivant lesquelles î'coi 
iroit ces demi-méridiens , sur le plan de l'équateur. 
plans de la seconde espèce , l'ormeut sur la surface dft 
l'hémisphère , des cercles parallèles ; et ees cercles v 
|e plan de l'équateur , sont d'autres cercles d'un rayent 
plus petit. Cela étant bien conçu , la carte se coiiStrui£ 
ainsi. 

Du point c. pour centre (Fîg. 8), et d'un rayon p«( 
à volonté , décrives le cercle o , i , a , 3 , etc. qui reprë« 
' sente l'équateur; divisez sa circonférence en degrés (ici ^ 

pour abréger, noua ne la divisons gu'en 13 parties); aj 
menei les rayons co,ct, ca, c3, etc. Ces rayons n 
quent les méridiens des lieux o , 1,3,3, etc. 

Pour tracer les parallèles , menez les deux diametré| 
l|>6 , 3g , perpendiculaires entre eux. L'oeil étant supposa 
I lUoigné du centre c , d'une quantité donnée , prenez swf 
E!|e rayon (?g la partie cS égale à cette quantité, et mena 
I liu point S, auK points 1 , 3, 3, 4j ^^^- les droites Si 
liÇâ, etc. qui rencontrent le diamètre 06 aux points d. A, etc- 
I verrez facilement que les cercles aheh, l/iiim',ettl) 
rdécrits du point c, avec les rayons ca , cb , etc. repr^ 
I sentant les parallèles des lieq\ qui ont des latitudes éga'"" 
Ifiux arcs 01 , 03, etc, 

On achèvera la carte , en y plaçant ( au moyen fj'ui 
{)oiine table de latitudes et de longitudes) les lieux, 
qu'ils sont placés sur la terre. Ceux qui sont à la circoi 
férence d'un même parallèle ont la même latitude, etdem 
qui sont à la circoiiféreuce d'un même méridien OBt î 
inême longitude. ' :] 

Jj'héinîsphere boréal se projettera de la même tbaiûelil 
^^^ fur une carte à part ; la seule différence est que l' rail si 
^^KjAlaré du côté du pôle antarctiqui 

le 



I 



^coI^^ 



La plupart des auteurs , qui ont employé cette pro- 
jection, supposent que l'œil est placé à l'un des pôles de 
l'équateur ; ce qui rend les degrés égaux des méritliens , 
inégaux sur la carte. On peut remédier , du moins en partie , 
à cet inconvénient, en plaçant l'œil sur le prolongement 
de l'axe de Téquateur , à une distance du pôle , égale 
au sinus de 45". 



Mappcmotide sur le plan, d'un méridien. 
V. 

Prenons, pai' exemple , le méridien de l'isle de Fer, on 
le premier méridien, pour le plan de la carte; et suppo- 
sons d'abord qu'il faille projeter l'hémiaphere oriental, qui 
contient l'ancien monde ou continent, c'est-à-dire l'Europe , 
l'Asie et l'Aiiique : il faudra que l'œil soit placé sur l'axe 
du méridien proposé , du côté du pôle occidental ; nous 
le supposerons placé à ce pôle même. La question est de 
déterminer les projections ou les. courbes suivant lesquelles 
l'œil voit les denii-niéridiens et les demi-paral[eles compris 
dans l'hémisphère oriental. 

Supposons (Fig. 9) que SBKC soit un grand cercle 
de la terre , que nous considérons, 1'^. comme l'équatetu-j 
soient SK , BO , deux diamètres perpendiculaires entre eux ; 
S j le lieu de l'œil ; le triangle isoscele SBC , le triangle par 
l'axe du cône qui a son sommet à l'œil S , et pour base 
le premier méridien , lequel coupe perpendiculairement 
l'équateur suivant BG; le triangle SED, le Uiangle par l'axe 
du cône scalene qui a son sommet à l'œil S , et pour base 
le méridien qui coupe perpendiculairement l'équateur sui- 
vant ED. La moitié de ce méridieu , celle qui répond 
à AE, se trouve dans l'ancien continent que nous consi- 
dérons ; l'autre moitié , qui répond à AD , est dans l'hé- 
misphère opposé. Les angles SNA , SDE sont égaux , puis- 
que le premier a pour mesure la moitié du quai't de cir- 
conférence SDC, plus la moitié de l'arc BÉ, et que le 



^1t II. 

second a pour mesure la moitié du quart de circonférence 
SHB , plus la moitié de l'arc BE. Ainsi le cône scalene 
dont SED est le triangle par Taxe est coupé antiparallèle-' 
ment (i) k sa base par le pbn dn premier méridien ; et par 
conséquent la projection du demi-méridien quelconque , 
qui répond à AE , est im arc de cercle. De plus on voit 
que cet arc doit passer par le point N, et par les deuj 
pôles de l'équateur. 

z". Considérons le cercle SBKC comme le méridien qui 
coupe perpendiculairement le premier méridien : soit menée 
la corde FH parallèle à KS ; et soient tirées les droites 
SF , SH : il est évident que FH est le diamètre d'un pa- 
rallèle dont ime moitié , celle que nous considérons , ré- 
pond à MF , l'autre à MH : et que le triangle SFH est 
le triangle par l'axe d'un cône scalene dont l'œil S est le 
sommet, et la base, le parallèle en question. Or, à cause 
des angles égaux SOM , SHF , il s'ensuit que le cône scalene 
correspondant au triangle SFH est coupé antiparallèlement 
à sa base par le plan de projection , et que par conséquent 
la projection du demi-parallele quelconque , cùrrespondani 
à MF , est un arc de cercle. De plus on voit que cet arc 
doit passer par les trois points F , O , H. 

De là résulte cette construction. Du pont c pour centre 
(Fig.io), avec im rayon pris à volonté , décrivez le pre- 
mier méridien oSGg; divisez sa circonférence en tousses 
degrés (nous ne la divisons qu'en douze parties oi , i3. 



(i) Un c6ae jcalene SAKBH (Fig. Aj ai dit coupé aiiiipai-aUcle- 
tnenl ï sa tase , quand le plan sécam, sujjposé perpeaciiciiloin: au triflnglo 
jtar l'aia SAB , i-enconlrB co Irianglo juivanc une dioiJe OE , qui fflil 
avec: le câté SB , un [,ngle S£0 ^gal ï l'angle SAB que la baje BA lait 
avec l'sutrB eût* SA. Alors, la taie AKBH du cane étant mppoaêe 
cirruiaire, la soclion OMEp esi un cercle ; car , «i »p(è» avoir meni , 
t'frdonQÉG PM perpendiculaire à OE , on l'ait passer par PM, le plm J 
PfIDa: parallèle à la baie AKBH, la courbe CMDisera iincettJ|(, 1 
et on aura ( PM)= = PC X PD- Or , fi oaiiie des triangles semblable» \ 
PCO , PED, on PC : PE :; PO : PD; ce qui donne PC X PD = 
■PEXPO; donc (rM)- = P£ X PO ; donc Ib couibs OME^ p.I un 



COlfâTR 

23 j etc. pour abréger ) ; menez les deiis diamètres 06 , 3g ^ 
perpendiculaires entre eux. 

Cela posé , 1". de l'une 9 des extrémités du <liametre Sg , 
menez à tons les points 1 , 3,3, etc. de division de la 
demi-circonférence o36, ks droites gij ga, gS, etc. qui 
rencontrent le diamètre 06 , aux points a , b , c , etc. En- 
suite faites passer un arc de cercle par les trois points g , 
«t , 3 ; cet arc sera la projection du demi-méridien , qui 
répond au point 1. Ainsi de suite pour les antres demi- 
méridiens. On voit que la piojection du demi-méridien 
qui répond au point S est le diamètre g3. 

2". De l'extrémité 6 du diamètre oG , menea à tous les 
points de division a, x , o, etc. de la demi-circonférence 
3og, les droites 6a , 6r , 60, etc. qui rencontrent le dia- 
mètre 39 , ai(x ppints h , f, c , etc. Ensuite , par les trois 
points i , / , 5 , faites passer un arc de cercle ; cet arc 
sera la projection du demi-par ail ele qui répond aux pointa 
1,5; ainsi de suite pour les autres demi-par aile les. 

Ou placera, par le moyen de la table des latitudes et des 
longitudes, les lieux sur la carte, comme ils sont placés sur 
l«globe,, „,, . ; .... 

L'iiéniisphere occidental, qui contient l'Amérique, se 
projettera de même; mais il faudra placer l'œîlaupole orien- 
tal du méridien de E'isie de Fei'. 

Cette projection a, sur la première, l'avantage de repré- 
senter d'une manière un peu plus vraie la position respective 
des lieux. Aussi a-t-elle été emplcurée par un grand nombrs 
de géographes, entre autres par Guillaume del'lsle. "] 

.-î 
Mappemonde sur le plan d'un horizon. 

VI. 

Supposons; p^r exemple,, qu'il faille construire une 
mappemonde sur l'horizon de la ville de Paris, et que l'œil 
soit placé au pôle de ce cercJe , qui est opposé à Paris. 

i". Soient (Fig. 1 1 ) KH un diamètre de la terre, com- 
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^^TSgS APPENDIK IL 

r mtin à riiorizon de Paru, et à m\ méridien quelconque 

\ SKMH, un grand cercle passant par HK , et par l'œil tjo 

^^^_ jâtant placé au pule opposé à Paris se trouve eh S , extrémil 
^^^H^ diameU'e SM perpendiculaire à K.H. Imaginons un c6d 
^^^HtCdlene qui ait son sommet en S , et pour base le méridie^ 
^^^" proposé ; coupons ce cône par un plan passant par SA ■ 
r perpendiculaire à KH ; la section, qui est le triangle pi 

I l'axe ducAne, étant supposée couchée sur le pian SKMH 

E pourra être représentée par un triangle tel que SCB qui 

I pour base le diamètre quelconque BC, et pour côtés I 

1 droites SC , SU. Alors on voit qu'à cause des angles égaui 

I SIA, SBC, notre cône est coupé antiparallèleraent àsabas«' 

f parle plan de projection. D'oii il suit que lps projections defc 

méridiens sont des cerck's. De plus , la projection d'un demi- 
I méridien qu<:lconque, compris dans l'hémisphère que nou* 

,1 considérons, est un arc de cercle qui doit passer par les deiiî 

intersections de ce demi-méridien avec l'horizon de Paris, * ' 
^^^ par la projection du pôle arctique sur ce même horizon. L 
^^^L projection du méridien de Paria est une simple ligne droiti 
^^^^ ; 3.", Considérons le cercle SKMH comme le méridien i\ 
^^■^ Paris ; soient M , celte ville ; P, le pôle arctique ; PR , l'ai 
I de la terre ; EF perpendiculaire à PR , la section de Téqui 

; leur avec le méridien de Paris ; QT aussi perpendiculaire 

IPR , la section d'un parallèle quelconque avec le même m* 
ridien ; menons les droites SE , SF, SQ , ST. Les deux côni 
Bcalenes, qui ont leurs sommets en S, et pour bases. Vu 
l'équateur, l'autre le parallèle représenté par QT, sont et 
pés a nti parallèlement à leurs bases > par le plan KH de pi 
, jection; car les deux angles SGA, SFE, sont égaux ; et 
I même les deux angles SOL, STQ , sont égaux. Ainsi les pro 

jectiom de l'équateur et des parallèles sont 
I cercles. 

IDe là suit cette construction. Soient le cercle ZHX1 
(Fig. 13 ), le plan de projection, ou le grand cercle de 
terre , dont la ville de Paris est l'un des pôles ; le diametf 
ZX , la projection du méridien de Paris ; et soït mené le diS 
mètre HK perpendiculaire à ZX. Divisez la ci r confèrent 
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ZHXK en 36o degrés aux points Z , a , b, etc. ; puis menez 
du point K , à tous les points de division de la demi-circon- 
lérenceZHX, les droites Ka, Ki, etc., qui divisent le dia- 
mètre ZX çn 180 parties ou degrés, aux points p, q, etc. 
En supposant que la latitude de Paris soit de49 Jegré9(i), il 
est clair que si l'on prend sur le diamètre ZX, 4çj degrés de 
Z en P, le point P sera la projection du pôle arctique. 

Maintenant , i ". faites passer par le pôle P, et par les points 
a et A corr^pondants dans les deux demi-civconférences 
ZHX , ZKÀ , un arc de cercle : cet arc représentera le demi- 
méridien qui répond aux points a et A; ainsi des autres. 

2", La paitie ZP du diamètre ZX étant de 4g degrés , vous 
écrirez 41 au point Z ; et, allant de Z en P, vous écrirez sur 
tous les points qui marquent les degrés du diamètre ZX , les 
nombres 42, 4^) 44 > etc., jusqu'à ce que vous soyez arrivé 
au pôle P où vous mettrez go ; vous continuerez votre mar- 
che, et vous écrirez successivement sur tous les degrés de 
division, les nombres 89, 88, 87, etc. , jusqu'à ce que vous 
soyez arrivé à zéro , que je suppose tomber au point s ; et de 
lenX, les nombres r , a, 3, etc. Le point j représentera 
l'intersection du méridien de Paris avec l'équateur. Vous 
prendrez les intervalles des nombres correspondants dans 
PX et PZz ; et sur ces intervalles , comme diamètres , vous 
décrirez des cercles ou portions de cercles qui représenteront 
les parallèles ou portions de parallèles. 

Construction des cartes particulières. 

VIL 

Les quatre parties du monde , l'Europe , l'Asie , l'Afrique 
et l'Amérique, se projettent séparément, suivant les mêmes 
principes que les mappemondes : il n'y a de différence , sinon 
que les dimensions de la carte sont plus grandes, et que les 
objets s'y voient plus distinctement. 
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APPBNDIX II. 

Les cartes de royaumes et de grandes provinces se con- 
•triiisent ordinairement ainsi : 

IVemièrement , on tire au bas du plan une ligne droite qui 
puisse représenter la longitude , et qui serve de bornes à la 
partie méridionale du pays qu'on veut décrire ; ensuite on 
prend sur cette ligne autant de parties égales que le pays 
comprend de degrés de longitude ; au mQîeu de cette même 
ligne on élevé une perpendiculaire sur laquelle on prend au- 
tant de parties égales que le pays contient de d»grés de lati- 
tude ; et comme ces parties représentent les degrés d'un mé~ 
dien qui est un grand cercle de la terre , tandis que les parties 
de la première ligne représentent les degrés d'un parallèle 
quiest un petit cercle, il est évident que les parties d'une 
ligne ne doivent pas être égales aux parties de l'autre , mais 
que les parties du parallèle doivent être aux parties du méri- 
dien, comme le rayon du parallèle est au rayon de la terre, 
ou comme le cosinus de la latitude du parallèle est au sinus 
total. On mené par l'extrémitésupérieure delà seconde ligne 
une perpeiidicidaire sur laquelle on prend des parties égales 
qui soient aux parties du méridien, comme le cosinus de la 
latitude du dernier parallèle est au sinus total; on mené par 
les points de divisions des deux lignes parallèles, des lignes 
droites qui représentent les méridiens ; et par les points de 
division de la perpendiculaire du milieu, on mené parallèle- 
ment aux bases , des lignes droites qui représentent les cer- 
cles de latitude. 

Les cartes de très petites étendues de pays se constnûsent 
comme nous l'avons expliqué dans la première partie de cet 
appendix. 

F I N. 
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Du cit. Cahnot, membre de l'institut national ^ 
ministre de la guerre , 

Au cit. BossuT, membre de l'institut national, 
examinateur du corps du génie. 

3a ftuGlidor an S deJa république fraiifaiie. 

Xjorsque vous m'annonçâtes dernièrement, mon cher 
collègue , la nouvelle édition de votre cours de mathéma- 
tiques. Je vous parlai de quelques propriétés des triangles 
et des polygones en général, non encore connues, et que 
je croyois susceptibles de trouver place dans un traité élé- 
mentaire de géométrie. Vous me témoignâtes le désir de les 
connoître : Je vais essayer de vous satisfaire ; mais mes occu- 
pations obligées ne me laissant que très peu de moments , Je 
suis forcé d'abandonner le détail des démonstrations , d'ail- 
leurs très faciles à suppléer par les Jeunes gens qui auront 
étudié votre cours , et de me boiner à l'énoncé des propo- 
sitions avec quelques développements, 

, r . L'objet de la trigonométrie est de trouver les rapports 
qui existent entre les quantités linéaires et les quantités angu- 
laires d'un triangle, et en général d'une figure quelconque : 
celui que je me suis proposé a été de trouver séparément 
ceux de ces rapports qui existent entre les quantités linéaires 
seulement , sans faire intervenir dans le calcul les quantités 
angulaires. 

Une figure quelconque étant tracée , supposons qu'on ne 
connaisse aucun des angles , mais que , parmi les côtés ou 
quantités linéaires de la figure, on ait assez de données pour 
que toutes les autres quantités linéaires de cette même figure 
soient déterminées : on trouvera chacune d'elles par les 
règles de la trigonométrie , en exprimant d'abord" par de» 
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équations les rapports qui eu&tent entre les angles et le* côté» 
de la figure ; puis combinant ces équations par les règles or- 
dtoaires de l'algèbre , afin d'éliminer celles de ces inconnues 
qui doivent disparoître : mais , par hypothèse , dans le cas 
proposé , tontes les quantités angulaires sont au nombre des 
incunnues ; donc elles doivent toutes disparoître de l'équa- 
tion finale qui doit donner chacune des quantités linéaires 
cherchées ; donc cette équation finale ne renfermera que 
des quantités linéaire». Or ce sont ces équations finales que 
je me propose de rechercher directement , c'est-à-dire sans 
l'intervention des quantités angulaires , lesquelles en effet 
ne figurent qu'ausiliairement dans le calcul , puisqu' après 
les y avoir introduites on est obligé de les éliminer pour par- 
venir au résultat ciierché. Mon objet est donc , comme je 
l'ai déjà dit ci-dessus , de trouver séparément , et sans re- 
coiu'îr aus quantités angulaires , les rapports qui existent 
entre les quantités linéaires d' une figure quelconque proposée. 

2. Commençons par la plus simple des figures , le triangle. 
Les côtés de cette figure ne sont liés par aucun rapport 
indépendant des quantités angulaires ; c'est-à-dire qu'il 
n'existe aucune équation entre les trois côtés du triangle 
seuls ; autrement deux d'entre eus étant donnés , on pour- 
roit trouver le trobieme ; ce qui n'est pas , puisque dans 
tout triangle il faut nécessairement que trois des six choses 
B considérer soient connues pour trouver le reste. 

3. Passons donc à l'examen du quadrilatère. Soit JJCDF 
( Fig. I ) ce quadrilatère : concevons tous ses côtés indéfi- 
niment prolongés ; ils se couperont réciproquement, et il 
en résultera visiblement une figure dans laquelle il y aura 
douze quantités linéaires à' considérer ; savoir , les quatre 
côtés BC,CD,DF, FB, duquadrilatere, etleshuitsegments 
formés deux à deux sur chacun de ces côtés ; savoir, BG 
et GG pour le côté BC ; AC et AD pour le côté CD ; GD et* 
GF pour le côlé FD ; et enfin AB et AF pour le côté BF. 
Ojc de ces douze quantités il est facile de voir que cinq étant 
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connues y indépendantes les unes des autres , les sept autres 
seront déterminées. Donc il existe entre les côtés du quadri- 
latère et leurs segments respectifs sept rapports nécessaires > 
c'est-à-dire sept équations au moyen desquelles ^ cinq de ces 
quantités étant connues, on peut trouver toutes les autres : 
mais de ces sept équatidns il y en a déjà quatre qui résultent 
évidemment de la construction même ; ces quatre équations 
expriment que chacun des côtés du quadrilatère proposé est 
é^al à k différence de ses segments i-ce sont BF=AF — ^AB y 
BC = BG — CG, CD=AD— Aa, DF = GF — GD. 1\ 
reste donc à trouver trois nouvelles équations : on peut les 
obtenir' , ou par les règles de la trigonométrie , en faisant 
intervenir dans le calcul les sinus des angles de la figure pour 
les éliminer ensuite , ou directement par la seule compa- 
raison des quantités linéaires. 

Première méthode^ 



Le triangle ABC donne AB ; AC :: sîn. C : sih. B, 

Le triangle BFG donne FG ; BF :: sin. B : sin. G. 

Le triangle CDG donne CD : GD :: sin. G : sin. C. 

Multipliant ces trois proportions et réduisant, on aura 

AB. FG. CD=AC. BF. GD. 

Par la même raison, on aura ces trois autres équations 

BC. AF. GD = CG. AB. FD, 

DF.GB.CA = GF.CB.DA, ^ 

AF. CD. BG = BF. AD. CG. 

Ces quatre équations existent donc entre les «quantités 
linéaires de la figure : maïs Tune quelconque de ce» quatre 
équations est implicitement renfermée dans les trois autres ; 
car si on multiplie par exemple les trois premières entre 
elles , le produit sera la dernière. Ainsi ces quatre équations 
se réduisent à trois , qui sont les trois équations cherchées. 

26. 
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Seconde méthode^ 

Du point D menons DK parallèle à GB. Les triangles sem- 
blaUes FKD , FBG , donneront FD : KD : : FG : BG. 
, De même les triangles sembla- 
bles ABC , AKD , donneront KD : AD :: BC : AC. 

Multipliant ces deux proportions, on a FD. AC. BG 
csAD. FG. BC , qui est l'une des trois équations trouvées 
ci-dessus ; les autres se irourent de la même manière. 

4* Pour mettre ces équations sous la forme d'un théorème 
dont l'application soit facile^ il faut considérer qu'après avoir 
prolongé indéfiniment les côtés d'un quadrilatère quelconque 
BCDF , on peut le regarder comme un triangle ABC^ dont 
les côtés sont indéfiniment prolongés^ et coupés par une 
transversale commune FG, qui est le quatrième côté du qua- 
drilatère aussi indéfiniment prolongé. Cela posé, il est évi- 
dent que nous pouvons énoncer la proposition comme il suit. 

Théorème I. 

5. Les trois côtés d!un triangle quelconque ( ABC ) étant 
prolongés indéfiniment , si Von mené une transi^ersale indé" 
finie ( FG) qui les coupe tous trois ( aux points F, D, G )> 
il résultera de cette construction sur chacun des côtés du 
triangle deux segments : ( savoir , pour le côté AB , les seg- 
ments AF , BF ; pour le côté AC , les segments AD , CD ; et 
pour le côté BC, les segments BG, CG ). Or de ces six seg-- 
ments le produit formé de trois d'entre eux comme firac-^ 
teurs est égal au produit fi^rmé des trois autres , en prenant 
ces facteurs de manière qu^il n^en entre pas deux dans le 
même produit qui aient pour extrémités un même angle du 
triangle , ou un même point de la transversale ( c'est-à-dire 
que l'on a AF. CD. BG=BF. AD. CG ; où l'on voit qu'au- 
cun^ des lettres A,B, C,D,F, G, qui forment les angles 
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du triangle et les intersections des côtés arec la transversale 
n'encre deux fois dans le même produit). 

En effet il est clair que ce théorème n'est autre chose que la 
traduction en langage ordinaire des équations trouvées n". 3. 

6. Après avoir résolu pour le quadrilatère le problême que 
nous nous étions proposé , qui étoit de trouver les rapports 
qiii existent entre les quantités linéaires qui le composent, 
dégagés des quantités angulaires , passons aux polygones d'un 
plus grand nombre de côtés. 

Soit le pentagone : en considérant trois à trois les côtés 
de ce pentagone indéSniment prolongés, ils formeront un 
triangle , et chacun des autres côtés de ce pentagone pourra 
être considéré comme une transversale coupant les trois côtés 
de ce triangle. Donc le théorème ci-dessus lui sera appli- 
cable , c'est-à-dire que les côtés de ce pentagone considérés 
quatre à quatre donneront trois équations comme celles 
trouvées ci-dessus ; donc on aura pour tout le pentagone 
autant de fois trois équations de ce genre qu'on peut com- 
biner de fois quatre à quatre les côtés d'un pentagone , c'est- 
à-dire cinq. Donc le pentagone fournira entre les seules 
quantités liniîaires de la figvu'e quinze équations qui résou- 
dront pour ce pentagone le même problème que celui que 
nous venons de résoudre ci-dessus pour le quadiîlatere. 

7. Le même raisonnement s'applique évidemment aux 
polygones d'un plus grand nombre de côtés; car, en pro- 
longeant indéfiniment les côtés , ils formeront trois à trois 
un triangle qui, comparé successivement à chacun des autres 
côtés de la figure pris pour transversale , donnera trois équa- 
tions comme celles trouvées ci-dessus. Donc on aura autant 
de fois trois équations de ce genre qu'on peut combiner de 
fois quatre à quatre les côtés de ce polygone. Si donc le 
nombre de ces côtés est ra, le nombre des équations sera 

— i — =— ^-i -^ Amsi le problème que nous nous 

étions proposé se trouve résolu pour tous les cas. 
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8. Il est à remarquer que toutes les équations que fournit 
cette théorie sont à deux termes y et que chacun de ces deux 
termes est le produit de trois facteurs. Chaque polygcme 
fournit de plus d'autres équations également à deu:t termes , 
mais ayant un plus grand nombre' de facteurs : c'est ce qui 
résulte du théorème suivant ^ dont la démonstration est ana- 
logue à celle du théorème premier^ donnée ci-dessus ^ dont 
il n'est qu'une extension. 

Théorème IL 

g. Si dans le plan éCun polygone quelconque on ment 
une transversale qui coupe tous les côtés prolongés s'il le 
fautj il en résultera sur chacun de ces côtés deux segments^ 
et par conséquent il y aura en tout un nombre de segments 
double du nombre des côtés du polygone. Cela posé y le 
produit formé par la moitié de tous ces segments comme 
facteurs est égal au produit formé par Vautre moitié , en 
prenant tous ces segments de manière que dans chacun des 
deux produits il n entre jamais deux de ces segments qui 
aient pour extrémités un même angle du polygone ou un 
même point de la transversale. \ 

.10. Supposons, par exemple, qu'on ait tin exagoner 
concevons une droite ou transversale tracée daiis le même 
plan ; prolongeons chacun des cùtés du polygone jusqu'à la 
rencontre de cette transversale ; il en résultera douze seg- 
ments , c'est-à-dire deux sur chacun des côtés. Or je dis que 
le produit formé par six de ces segments comme facteurs est 
égal au produit formé des six autres ^ en les prenant de ma- 
nière qu'aucune des lettres prises pour désigner, soit les 
angles du polygone , soit les points d'intersection de la trans-" 
versale par ses côtés . prolongés , n'entre deux fois dans le 
même produit. 

Si l'on considère séparément cinq des côtés de cet exa- 
gone , et le sixième comme une transversale coupant tous 
les côtés du pentagone formé par ces cinq côtés prolongés 
s'il est nécessaire ^ on pourra appliquer à ce pentagone le 



même raisonnement que ci-dessus, et il en résultera une 
équation encore à deux termes j maïs dont chaque terme 
aura cinq facteurs seulement. 

Il est facile d'appercevoir l'application de cette théorie aux 
polygones en général , quel que soît le nombre de leurs côtés. 

Celte même théorie est également applicable , avec quel- 
ques modifications , aux polygones gauches, c'est-à-dire 
dont tous les côtés ne sont pas dans le même plan ; mais 
ce détail me meneroit tfop loin. 

Voici maintenant quelques conséquences qui résultent des 
propositions précédentes. 

Théorème III. . , ,,,-_, 



11. Si dans le plan. d'un, triangle quelconque ( ABC ) 

( Fig. 2 et 3 ) , on. prend à -volo/ué , soie sur Vaire de ce 
triangle , soie en dehors , un point {'D ) , eC qu'on mené de ce 
point à chacun des angles du triangle une droiitfi prolonge, 
s'il est nécessaire , jus/juà la rencontre d.u cùlè^opposé , il 
résultvra de cette construction six, segments formés sur les 
côtés du triangle; deux pour chacun (savoir AP et BF pour 
le côté AB ; AG et CG pour le côté AC ; BH *el CH pour le 
côtéBC). Celaposé, de ces sian segments le produit formé par 
trois d'entre eux comme facteurs est égal au produit formé 
des trois autres, en les prenant de manière que dans chacun 
de ces produits il n'y ait pas deux facteurs qui aient pour 
extrémités un point commun, c'est-à-dire qu'on aura 
AF. BH. CG=BF. CH. AG. 

En effet, par le théorème premier, le triangle AFD, dont 
les trois côtés sont coupés par la ligne BC , donne : 

AB. DH. PC. = BF. AH. DC. 
AF. BG. DC. = AB. DG. FC, 
DG. BC. AH =BG.CH. AD, 
BH. CF. AD. = BC.DF. AH, 

AC. FD. BG :=AG. CF. BD, 
CG.AH.BD =;AC.DH.BG, 



Par la même raison 
les triangles FBD, BDH, 
CDH , CDG , ADG , 
donneront 
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Multipliant ces six équations toutes ensemble , et rédui- 
sant, on aura AF. BH. CG = BF. CH. AG. Ce «ju'il falloit 
prouver. 

Théorème IV. 



la. Si de chacun des angles d'un triangle ABC ( Pig. 2 ) 
on mené sur le côté opposé une perpendiculaire , et ifu'oti 
prolonge indéfiniment ces trois perpendiculaires AH , BG , 
CF ; 1'*. elles se couperont toutes en an même point D; 
2". la somme des distances AD, BD , CD , de ce point aux 
trois angles A, B, C , sera égale au diamètre du cercle cir- 
conscric , plus le diamètre du cercle inscrit , c'est-à-dire 
qu'en nommant R le rayon du cercle circonscrit , r le rayon 
du cercle inscrit, on aura 2R-+-3/-=: AD-hBD+CD. 

Dans cette proposition on suppose que les trois angles 
dn triangle sont aigus. S'il y en avoït lui d'obtus comme C, 
( Fig. 3 )la distance CD de cet angle au point de concoursD 
devîendroit négative , c'est-à-dire qu'on auroUr alors aft 
4-2r=AD-|-BD — CD. 

On peut de la première partie de cette proposition tirer 
une méthode particulière et facile d'abaisser d'un point pris 
hors d'une droite une perpendiculaire snr cette droite. 

Théorème V. 



jZ.Si de chacun des angles d'un triangle ABC ( Fie .4)0» 
mené au point milieu du càté opposé une droite ; 1". ca 
trais droites AH , BG , CF , je croiseront toutes en un 
même point D ; 2.". la somme des quarrés des distances 
de ce point aux angles A , B , C , sera le tiers de la sommt 
des quarrés des trois cotés du triangle, e'esc-à-dire qu'on aura 
ÂD'-|-BD'-l-CD' = î (Âiï'H-ÂC'4-BG' ). 
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Théorème Kl. 

14. Dans tout quadrilatère A&DC ( Fig. 5) le produit des 
deiix distances de l'un quelconque des angles aux points de 
concours des câtés partant de ce même angle, avec les côtés 
respectivement opposés , est au produit des deux distances de 
tangle opposé en diagonale aux mêmes points de concours , 
comme le produit des deux câtés du quadrilatère adjacents 
au premier de ces angles est au produit des deux autres 
câtés; c'est-à-dire qu'on aura, par esemple, CF. CG:* 
BF. BG :: CA. CD : BA. BD. 

En effet par le théorème 
premier , nous ayons CF. BD. AG = CA. FD. BG 

et , DF.BA. CG = BF.GA.DC. 

Multipliant cas deux équations , et réduisant , oa a 
BA. BD. CF. CG =BF. BG. CA. CD. Donc, etc. 

i5. II est à remarquer que ce théorème est applicable, 
ainsi que ceux qui doivent suivie , an quadrilatère pris dans 
un sens plus étendu qu'on ne le fait ordinairement. Soient 
quatre points A , B , C , D , pris à volonté dans un même 
plan ; qu'on prenne ces quatre points dans quel ordre on 
voudra, comme par exemple A, D, C, B; qu'on joigne 
• ensuite le premier A et le second D par ime droite AD ; le 
second D et le troisième C par une droite DC ; le troisième 
C et le quatrième B par une droite CB ; et enfin le qua- 
trième B et le premier A par une droite BA ; la ligure 
ADCBA sera ce que j'appelle un quadrilatère. 

11 suit de laque quatre droites AB, AC, BD, DC, tracées 
à volonté dans un plan, et prolongées indéfiniment, forment 
entre elles trois quadrilatères ; savoir, ABDC , CFBG, qui 
a iin angle rentrant ; et AFDG , qui forme la figure de deux 
triangles opposés par le sommet. 

Or tous ces quadrilatères ont essentiellement les mêmes 
„ propriétés , et les tfiéorêmes II et VI parti cidièrement leur 
K^^^ également applicables. 
^^HS^ partant de la défmition précédente , j'entends par 
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gonale d*iin quadrilatère toute droite qui joint les angles 
oppoftés f c'est-*à*dire le premier et le troisième , ou le secoad 
et le quatrième. Ainsi FG est diagonale du quadrilat^r e 
CFBG, puisqu'elle joint le second et le quatrième angle ; 
elle est également diagonale du quadrilatère GAFD y puis* 
qu'elle joint le premier et le troisième angles. 

Par conséquent les trois quadrilatères ABDC > GFBG ^ 
AFDG, formés par les quatre droites AB^ BD> AC , CD , 
indéfiniment prolongées ^ ont chacun deux diagonales ; ce 
. qui fait en tout six diagonales ^ lesquelles se réduisent à trois» 
parceque chacune d'elles appartient en même temps à deux 
des trois quadrilatères ; ces trois diagonales sont AD^BC^ FG» 

Théorème VII. 

16. Dans toute figuré formée par Vassemhla'ge de quatre 
droites tracées dans un même plan , si Von mené les trois 
diagonales des quadrilatères qui en résultent et quon prch- 
longe indéfinim^ent ces diagonales, chacune déciles sera cou-- 
pée par les deux autres en segments proportionnels. 

Soient ( Fig. 5 ) AB , AC , BD, CD , les quatre droites 
tracées dans un même plan : ABDC , CFBG, AFDG, seront 
les trois quadrilatères qui en résulteront , et leurs trois 
diagonales seront AD, CB , FG. Or je dis qu'en prolongeant^ 
par exemple , les deux premières AD , CB , jusqu'à la ren- 
contre de la troisième FG aux points m , n y on aura Fw; 
Gm llVnl Gn ; c'èst-à-dire que les deux segments Fto , Gm, 
formés par l'intersection m de la première diagonale CB sur 
la troisième FG, sont entre eux coihme lés segments res- 
pectifs F/ï , G/i, formés sur la même troisième diagonale FG 
par la seconde DÀ. 

Eu effet, par le théorème. III, le triangle CFG 
donne CA. Fm. GD==AF. Gt/i. CD 

et par le théorème n, le même, , • 

triangle coupé par la transver- 
sale DAn donne Gn. CD. AFzzr Vn. GD. AC. 

Multipliant ces deux équations l'une par l'autre ^ on a 
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Fm. Grt=F/i. Gm. ou Fm l Gm llFnl Gn. Ce qu'il falloît 
prouver. 

Par la même raison les deux autres diagonales DA y CB , 
seront coupées; la première aux points r^ 7n; la seconde 
aux points r , «, en segments proportionnels ; c'est-à-dire 
qu'on aura pour la première Cr : Br ; : Cm ; Bm, et pour la 
seconde Dr : Ar î : Dn l A/i. 

» 

17. Il résulte de toute cette théorie sur les quantités li- 
néaires f considérées seules et sans Finteryention des quan- 
tités angulaires , que si sur un plan donné sont placés des 
points en nombre quelconque , qu'on joigne deux à deux 
tous ces points, et qu'on mène les diagonales des diverses 
figures qu'elles forment, il en résultera une multitude de 
rapports, qai tous pourront être exprimés par des équations 
à deux termes ; lesquels termes auront, les uns deux facteurs 
seulement, les autres trois, les autres quatre, etc. ; et la 
combinaison de toutes ces équations donnera dans chaque 
cas les quantités cherchées lorsqu'il, y aura un nombre 
de données suffisant pour que tout le reste soit déterminé. 
Les bornes de cet écrit ne me permettent pas de m'arrêter 
sur les conséquences particulières que fournit cette théorie. 
Je passe à d'autres objets. 

18. Je remarquerai cependant encore ; avant d'abandon- 
ner cette matière , que la théorie que nous venons d'exposer 
sur les triangles et autres figures tracées sur un plan ^ et 
composées de lignes droites , s'applique aux triangles sphé- 
riquès et autres figures composées de grands arcs de cercle 
tracés sur la surface d'une sphère ; avec cette seule diffé- 
rence qu'au lieu des droites dont nous avons parlé , il n'y a 
qu'à substituer les sinus des *arcs qui y correspondent , 
lorsque la figure est tracée sur la surface d'ime sphère. 

19. Soit une droite quelconque prise pour terme de com- 
paraison : représentons cette droite par 1 , et sur cette même 
droite comme hypothénuse, constiniisons des triangles rec- 
tangles, en attribuant succesisiyement aux angles aigus toutes 
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valeurs possibles depuis o jusqu'à l'angle droit. Formol 
lintenant un tableau de tous ces triangles : inscrivons d 
la première colonne le nombre des degrés de l'un des angles ; 
dans la seconde , la valeur du petit côté qui lui est opposé, 
c'est-à-dire !e nombre abstrait qui le représente lorsque l'hy- 
pothénuse est exprinjée par t , ainsi qu'on ïa supposé ; dau 
U troisième , la valeur de l'autre des petits côtés ; dam la 
ipiatrieme, le rapport du premier de ces petits côtés a 
second ; dans la cinquième , le rapport du second, au pre- 
mier ; et enfin dans la sixième , le second des petits a 
Cela posé , l'es propriétés connues du triangle rectangle foiil 
voir que le nombre inscrit dans la seconde colonne n'eM 
autre chose que le sinus de l'angle inscrit dans la première; 
que celui de la troisième en est le cosinus ; celui de la qua- 
trième, la tangente; celui de la cinquième, la cotangcnie, 
et qu'enfin le sixième ou dernier est le complément du pK- 
mier ; d'oti il suit que la table qui résultera de ce» diversa 
lionnes n'est autre chose que la table des sinus , c 
[S , etc. f et que chacune des lignes horizontales de c 
■table n'est autre chose que le calcul tout fait d'un triangll 
rectangle , de celui dont les deux petits angles sont portét, 
l'un à la première colonne , l'autre à la dernière ; qu'enfiï 
cette ligne horizontale contient, non seulement sous les M 
nominations de sinus et cosinus, les valeurs des petits dsi 
du triangle, mais encore sous la dénomination de Cani 
le rapport du premier an second , et sous celle de cotangM 
le rapport du second au premier ; de sorte que la table i 
sinus , cosinus, etc. n'est autre chose ^ue le calcul tout/ai. 
pour tous les cas possibles , du triangle rectangle donttJy^ 
théniise est exprimée par t. 

Lors donc qu'on a un triangle rectangle à calculer, toBi 
la difEcuIté se réduit à trouver la ligne horizontale i 
tables qui lui correspond ; car celte ligne est le calcul W 
fait de ce triangle. Par exemple, si l'on connoissoit lo 
deux petits côtés aetb d'un tiiangle rectangle , il n'y aiW ' 

diviser a par i , et le qiotient -r représenteroilil 
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d'après ce qui vient d'être dit, la tangente de Tangle opposé 

au petit côté a : en cherchant donc ce nombre -j dans la 

quatrième colonne, la ligne horizontale des tal)le$ où il 
se trouvera sera le calcul tout fait du triangle, proposé ; 
c'est-à-dire que dans la première et la sixième colonne 
seront les angles ; dans la seconde et la troisième les va- 
leurs des côtés respectivement opposés à ces angles, en 
supposant Thypothénuse représentée par \ ; et enfin dans 
la quatrième et la cinquième les rapports de ces mêmes 
côtés entre eux : savoir, dans la quatrième celui du premier 
au second , et dans la cinquième celui du second au pre- 
mier ; et comme la valeur absolue de ces côtés est donnée 
par l'hypothèse , on aura par ime simple proportion la 
valeur aï>solue de l'hypothénuse. , 

C'est ainsi que les tables de sinus donnent la solution 
de tous les t^^ngles rectangles possibles ; et comme il «est 
facile de ramener au calcul des triangles rectangles celui 
de tous les autres , les tables de sinus suffisent au calcul de 
toute espèce de triangle. 

so. La marche qu'on suit ordinairement pour la réso- 
lution des triangles en général semble n'avoir pas l'unifor- 
mité désirable, parcequ'on emploie pour chaque cas une 
méthode particulière , ex. qu'on ne fait pas assez sentir la 
liaison et le principe commun de ces diverses méthodes. 
Cependant de quoi s'agît -il ? de résoudre un problème 
algébrique dans lequel il y a trois données , et trois incon- 
nues : car , des six choses à considérer dans un triangle , 
trois étant données, on peut trouver les trois autres; il 
n'y a donc qu'à former entre ces trois données et ces trois 
inconnues trois équations , et déduire ensuite de ces équa- 
tions celle des incoimues qu'on Veut avoir, en élimmant 
les deux autres. 

Pour trouver ces trois équations il n'y a qu'à partir de 
quelque propriété connue du triangle^ par exenipb, de ce 
principe , que chacun des câtés est égal à la somme de 
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chacun des deux autres côtés , multiplié par le costni 
de Fangle tjit'il forme avec le premier. 

ConcevonseneftetHn triangle ABC j dont les angles soient 
désignes respectivement par les mêmes lettre» A , B , C , et' 
les côtés opposés à ces angles , respectivement par Irf 
lettres minuscules correspon Jantes a , b , c ; d'après le 
principe que nous venons d'exposer, et qui est évident, 
en abaissant de chacun des angles une perpendiculaire sur 
le côté opposé , on aura 

o = &.cos.C4-c.cos. B. 

6^ a. COS. C + c. COS. A. 

ci=a. COS. B + ft. COS. A. 
Voilà trois équations renfermant les six choses à consi- 
dérer : et par conséquent , si de ces sis choses on en coonoît 
trois , on trouvera les trois autres , en combinant ces équa- 
tions par les règles ordinaires de l'algèbre. 

Supposons, par exemple, qu'on connoisse les trois côtes 
et qu'on veuille trouver l'angle A ; on éliminera d'abord 
COS. C. Pour cela multiplions la première de nos trois équa- 
'tions par a, la seconde par b, et la troisième par c; 
retranchons ensuite la première ainsi transformée de la 
somme des deux dernières également transformées , on 
aura 6' + c — a' ^z bc. cos, A ; d'où l'on tire coa. A= 
. Y~ — • ^^ qu'il falloit trouver. 



21. Si l'on veut avoir sin. A, il n'y qu'à mettre dam 

l'équation précédente, au lieu de cos. A, i/, j^^,j ^,, . 

alors en résolvant l'équation pour avoir sin. A, on aura aprè) 

la réduction, sin. A^-^l/2a'i'4-ia'<:'-H2i"r' — [a' + i*j.c'l. 

Représentons, pour abréger, la quantité radicale par Kj 

nous aurons donc sin. A = — - • 

Par la même raison sîn. B ^ ^ • 

Et .... , ™,C = -Ï-. 



b^ 
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En divisant la première de ces équations par la seconde , 
et réduisant, on a -r-^ =-7- , ou sin. A : sin. B::a : b. 

' 8in. n If ' 

qut est le principe de la proportion dès sinus des angles 
avec les côtés opposés. 

ââ. La proposition fondamentale de la théorie des sinus, 
cosinus, etc. est, comme l'on sait, que si A et B repré- 
sentent deux angles quelconques, on aura sin. (A-f-B) 
= sin. A. COS. B -h sin. B. cos. A. Il y a plusieurs manière» 
de démontrer cette proposition; mais comme l'usage des 
sinus a été imaginé pour le calcul des triangles , il paroîtroit 
naturel de tirer cette démonstration des propriétés même de 
ce triangle , et cela est facile. En effet nous ayons vu ci- 
dessus (n^. ao) qu'on a, a=i. cos. C-f-c. cos. B. De 
plus le principe de la proportion des angles avec les côtés 

, 1 ^ , sin. B sin. G ^ 

opposés donne bzz^a. -. — •-; c = a. i — 7 ; substituant ce» 

^^ sin. A 8in. A 

valeurs de fr et de c dans l'équation précédente et multi- 

pliant tout par ^ — ; il vientsin. A.=rsin. B. cos. C\ +sin. C. 

cos. B. Mais , puisque dans tout triangle la somme des 
angles vaut deux droits , l'angle A est le supplément de 
B -h C; donc sin. A=sin. (B -4-C); donc, ensubstîtiiant, 
on a sin. ( Bh-C) =sin. B. cos. C-f-sin. C. cos. B. Ce 
qu'il falloit prouver. 

523. Si dans cette équation on fait C négatif, sin. G 
deviendra aussi négatif ; mais cos. C ne changera pas. 
Donc on aura sîn. (B — ^C ) = sin. B. cos. C — sin. G. cos. B. 

a4» Soit G' le complément de G et K, le quart de la 
circonférence , on aura donc C'=K^ — G, sin. G' = cos. G , 
cos. G' = sin. G ; or ( n®. s5 ) sin. ( B — G') = sin. B. 
cos. G' -r- sin. G' COS. B^ Substituant les valeurs précé- 
dentes, on'aurasin. (B — G')=sin. B. sin. G— cos. B. cos. G. 
Mais à cause de C'=:K — G, on a sin. (B — G')=sin. 
(B— K4.G)=sin.(B-HG) — K) = — sin. (K^(B-f-G)) 
= — cos. (B-f-G) ; substituant cette valeur de sîn. (B — C^ 
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dans l'ëquation ci-dessus ^ il vient cos. (B-4-G)s=cos. B. 
COS. C"^— sin.B. sin» C. 

25. Faisons daj:is cette deluiere ë<piation G négatif: 
sin. C* deviendra — sin. C^ et cos. G. ne changera pas. 
Donc on aura cos. (B— C)==co8. B. cos. C — sin. B. sin. C. 

C'est sur les quatre propositions trouvées ( n^*. 22^ âS, 
24 j ^5), lesquelles sortent toutes^ comme on le vient de 
voir ^ de la première (n^. 22 ) ^ qu'est établie toute la théorie 
des quantités angulaires. 

Théorème FUI. 

m 

26. Soient deux angles quelconques dL,hi les deux équa^ 
lions suivantes auront toujours lieu* 

Sin. (a-l-fr)- sûi. («• — i)=;=(sin. a)'— (sin. i)% 

Cos.(a-f-i). COS. (a — b)=, (cos.a)" — (sin. J)*. 
En effet on a (n^ 22) sin. (a-f-i) =8in. a. cos. M-sin. b cos. a, 
et (n^ 23 ) sin. {a — è)=sin. a. cos. b — sin. b cos. «. 

Multipliant Tune par l'autre ces deux équations^ et rédui- , 
sant^ onaurasin. (a-+-è). sin. (a — J)=(sin.a)'— (sin.i)*, 
qui est la première partie de la proposition. 

On prouvera la seconde partie de la même manière par 
le moyen des équations trouvées ( n**. 24 et 25 ). 



27- Comme ( sin. ay — ( sin. i)* = ( sin. a H- sin. h) 
( sin. a — sin. b ), il suit de la première partie de la propo- 
sition précédente qu'on a 

sin. ( a+fe):sin. a+sin. &::sin. a — sin. (:sin. ( tf— i), 
c'est-à-dire que \e sinus de la somme de deux angles queU 
conques est à la som,me des sinus , comme la différence de 
ces mêmes sinus est au sinus de la différence. 

Théorème IX. 

28. Soient trois angles quelconques a^ b^ ci les deux 
équations suivantes auront toujours lieu. \ 
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iCot. a: siiK (^-— c)^cos. &• stfi. ^>— a)+ces.c* mq. (ût-«— ^3^^=^ 

En effet on a ( n^, 2,5 ) 
Sin. {b — c)=:sin* b. cos. c — sin. c, cos. i 
Sîo. ( e -=<-*«)=:sin. c. cpè. a—- sin. a. co». c 
" Sifiu (a — i)ssrâL. 4»coê.b'^ênx.b* cos. a. 

Multipliant k première de ces équatiûm par sîq* ^ ^ la 
seconde par mt. b , Ibl iroisielnis par sin. c ; pui^ ajoutant 
cé6 trois Apiarion» ainaÀ trassforœées ^ et réduisant ^ ou 
aura , etc. Ce qu'il falloit trouver» 

Les deux équations que apus venosuB de trouver ayant 
lieu pour trois angles quelconques^ s'appliqu(^t évidem* 
ment aux trois angles de tout triangle. 

Théeréme X^ 

29, Soit une série â^ angles quelconques a,b, c^d....p: 
les deux équations sui9an$es auront toujours lieu. 
JSn. (éi-t--î)«sîn.(éi— t)-+-sîft.(*H-tf). sin. (A— c) + etc-. 

-^-sÎH. (;i*+-ii ). sin. (/r — A )ï=o 
Cos. (a-f-6). sin.(a— -&)-^eos.(&+c)usin. (i— c)^etc... 

H-coa- ( ^H^flt ). sin. ( /? — a )= o. 
En effet on a ( n^. a6 ) 
Ski. {«-^-t). %iti..{a-^b )=±( sin* a )' — (sia. A)' 
Sin. ( i +c ). sin. {b — c ) z=( sin. b)* — (sin. c )^ 
8ia.<c-4-iI)^ etc. 

■ 
tf • M . m • • • • •« 

Sin. {p'^a ). sin. (p-^a )== ( sin. p )•— ( sin. a )'. 

Ajoutant toutes oes ^nations -ensemble^ le second membre 
s^évanouit^ et il reste , etc. Ce qu'il falloit 1^. démontrer. 

De même àous avons^ n"" sS et 24 } 
Sin. {a — b ) = sin. a, cos. i — sin. b. cos. a 
Cos.( a'+^h )=cos.a. cos. b — sin. a. sin. i. 

Muhipilîant ces deux équations^ et réduisant^ on aura 
Cos..(,aH-i ). sin. ( a — i)=sîn. a. cos. a— ^sin. b. cos. b; 
pareillement cos. ( i -H c ). sin. ( J — c ) =: etc. 



/. 



4l8 GSOMSTRie, 

Ajoutant ensemble toutes ces équations, le second mem<^ 
bre Vë vanouîra , et il restera^ etc. Ce qu'il falloit a^. dé- 
montrer. 

3o. Supposons que les anglesa^ b^c, . . .p, forment une 
progression aririimëtique j dont le premier terme soit o , dont 
la raison spit m , et dont le dernier terme p soit la circonfë^ 
rence entière , nous aurons b — az=m, c — fts=m^ etc. 
^^bz=im , b'+'C=z3m, etc. Donc les équations deyien-* 
nent^ en divisant tout par sin. m , 

Sin. 171+ sin. 377i-4-sin. 5in -t- etc. = o 

Cos. m -4- COS. 3/7i4- co^. 5m •+- etc. =s o» 

3i. Soit A un autre angle quelconque : on aura ( n^. tS) 
Sin. (Ah- m) = sin. k. cos. w* + sin. m. cos. k 
Sin, ( k ^5m) = sin. A. cos. S/Ti+sin. Sot. cos. Â 
etc. 
Ajoutant toutes ces équations , et observant que par far- 
ticle précédent les coefficients de sin. k et cos. k dans le 
second membre de Féquation sont chacun égal à zéro , ce 
qui fait évanouir ce second membre , on aura - 

Sin. (A+-7n)-4-sin. (A-f-S/w)-!- sin. (A-+-5ni)+etc.s=o, 
et par un calcul semblable 
Cos. (A4-771 )H- cos. ( A-h3wi )•+- cos.{ A-+-5in )-j- etc. s=o; 

3!2. Supposons dans les deux équations que nousyenoos 
de trouver k+mzirzq, elles se réduiront aux deux suivantes. 
Sin.^+sîn. (^H-!îOT)-|-sin. (^H-4''*)+etc,ac:o 
Cos^^+cos. (y + 277i)+cos. (^-h4wt)-4-etc.ç::^o. 

33. Soit 2771 =: r : les deux équations précédentes de-» 
viendront , 

Sin. ^+sin^ (^+r)+sîn. (^-H2r)+sin. (^-|-3r)--|-etc.s:?a 
Cos. ^H-cos. ( ^-t-r )+-cos. ( ^-l-2r)'4-cos. (^+3r)-Hetc.=?o 



Théorème XI. 

34. Si ron divise la circonférence endere en un nombre 
quelconqne a de parties égales , dont chacune soit g , et que £ 
représente un autre arc quelconque , on aura toujours les 
deux équations suivantes , les quantités f ei g pouvant être 
positives ou négatives. 

Sm. (/+g)H-sm. (/-)-a^)-Hsiii. (/+3g)4-. . . 

eos.(/-l-g)-Hcos. (/-i-2^)4-sm.-(/-h3g)-H . . . 
-if%m.{f-^ng) = o 

En effet ces deux équations ne sont autre chose que celles 
trouvées dans l'article précédent, en faisant ç=/^-g et rzz:^. 
On va Toir que ce théorème donne lieu à des applications 
intéressante». 

35. Soit AKB ( Fig. 6 ) une circonférence dont Je suppose 
le centre au point O ; soient pris sur cette circonférence 
deuxpointsA, B, diamétralement opposés , et qui par con- 
séquent la divisent en deux parties égales : on sait que â 
de chacun de ces deux points A, B ^ on mené des droites 
AK , BK , à un troisième point K. pris à volonté sur la cir- 
conférence , la somme AK' ■+■ BK' de* quarrés de ces droites 
est égale au quarré d» diamètre, ou quatre foiS' le quarré 
du rayon, et par conséquent constante, c'est-à-dire tou- 
jours la même, quel que soit le point K pris sur la circon- 
férence. 

Comme l'angle K est nécessairement droit , ce principe 
est, à proprement parler, celui du quarré de l'hypothé- 
nuse ; mais il est susceptible d'extension. En effet : 

36. Soit divisée cette même circonférence en trois partTes 
égales aux points A, B, C (Fig, 7) , de manière que ABC 
9oit un triangle équîlatéral. Je dis que si de ces trois points 
on mené les droites AK, BK , CK , a un quatrième point K 
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pris sur la circoinférence , la somme des quarrés de ce» B. 
droites sera aussi une quantité coostacte , c'est-a-dîre 1 
même , à quelque point de Ia\circonférence que soit p!ad 
le point K , et que cette somme sers six fois le qoarr^ du 
Tayon. 

3^. Soit maintenant divisée cstte même circonf^j-enee ta 
quatre parties égales , puis en cinq , pois en six ; eofin en 
un nombre quelconque de parties égale* { Fig. 8 ) pai lei 
points A, B, C , D, etc., de manière que ABCD etc. soit irn 
polygone ri'gulier. -Je dis que si l'on prend à volonté siir la 
circouféreuce un point K, la somme des qiiairéé des droites 
menéps de tous les angles de ce polygone k ce point K lers 
encore tuie quantité constante, et ëgdle an quarré du rayoo 
multijilié par deux fois le nombre des eûtes du polygone. 

38. Enfin si l'on décrit ( Fig. g ) une autre circonlerMice 
MNK concentrique à la première d'un rayon plus grand ou 
pin* petit que celui de cette première circonférence , un 
principe semblable aura encore lieu, c'est-à-dire que Si l'on 
prend à volonté sur cette nouvelle circonférence uo potntK, 
et que de tous les angles de ce polygone on mené à ce point 
des droites , la somme des quarrés de ces droites sera encore 
une quantité constante , ou la même pour tous les poinUiI« 
la circonférence oii l'on voudra placer le point K ; et cène 
quantité sera la somme faite des quarrés des rayons des deui 
circonférences concentriques , multipliée par le nombre tls» 
côtés du polygone , d'oîl suit le théorème suivant. 

Théorème XIT. 

3g. Si dans une circonférence ( Fîg. g ) , dont le nsfW, 
soit R, on inscrit un polygone régulier quùlconque, dont 
le nombre des cùtés soit n , et qu'ayant âtcric une aaW 
circonférence , dont le rayon soie t , concentrii/UB il M 
première , on prend sur cette dernière un point K * 
volonté, la somme des carrés des distances de ce pointa' 
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. à chacun des angles du polygone sera n (R* + r*) et par 
conséquent toujours la même y quel que soit le point K. 

En effet, par le centre commun o des cîrconféreticei 
concentriques , et par le point K , soit menée la droite 
indéfinie oK, ainsi que des rayons oA, oB, etc. à tous 
les angles du polygone. Cela posé (n^. ao) nous aurons 

ÂK*=ÔÂ'h-ÔK^ — 2.ÔA. OK. COS. AOK. 
Pareillement BK^ =ÔB' 4-ÔK*— 2.ÔB. ÔK. cos. BÔK^ 

CK*z= etc. 

Ajoutant ensemble toutes ces équations, nous aurons 

ÂÎC^ -4- BK' H- CK^-f- etc. = n. R^ -4- n. r»— ss. r. R. 
( COS. AOK + COS. BOK -|- cos. COK + etc. ) 

Mais il est évident qu'en faisant l'angle du centre AOB=gf, 
et FOK=/, ce qui donne AOK =/+g, BOK =/+ag, 
C0K=y-+-3^ , etc. , la quantité qui est entre parenthèse 
deviendra cos. (/^-grH-cos. (y+agr)H-cos.(/4-3^)4-etc.... 
•+- COS. if'^n.g). 
Or, par le théorème XII, cette quantité est égale à zéro. 

- Donc Féquation que nous venons de trouver se réduit à 

ÂK"+.BK"4.CK*4-etc. =:«(R^4-^)- Ce qu'il falloit 

- démontrer. 

Si les deux rayons sont égaux, le second membre de- 
viendra a Tî R* . 

40. Cette proposition s'étend , avec quelques modifica- 
tions , aux polygones irrégulîers et aux polygones gauches , 
c'est-à-dire dont tous les angles ne sont pas dans un même 
plan ; elle s'applique même aux polyèdres réguliers et 
irréguliers : mais ces détails nous conduiroîent ^op loin. 

FIN. 
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